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摘  要 

自可靠性工程技术在我国引起关注和重视的半个世纪以来，可靠性理论从 20

世纪 70 年代初对电子产品的研究扩展到航天、核能及通信等领域， 80 年代以后

可靠性工程得到全面迅速的发展。随着各种复杂结构系统的建立，实际工程中常

常会遇到通过自然语言来表达模糊信息的情形，此时用概率论这一处理不确定性

问题的传统方法难以完成对自然语言本质上的模糊性的描述。这就要求在可靠性

理论中发展可能性理论，转换自然语言表示的命题，从而达到开展定量分析的目

的。同时，由于常规的二态可靠性理论假设系统仅存在“完好”和“失效”两个

状态，这是对实际情况的过度简化。专家学者们因此开展了对多状态可靠性理论

的研究，大多数研究分析多状态系统的文献均假设系统和部件的状态集是全序集。

进一步深入分析可知，由于系统状态之间可能存在的不可比性，这一假设局限了

对实际系统和部件状态的描述。从而引发了以建立在偏序关系上的格来描述系统

和部件状态集的系统可靠性研究工作的开展。 

本文针对系统可靠性理论发展中亟待解决的关键问题，以解决认知不确定性

和表达系统状态不可比性两个问题为出发点，基于可能性理论和格论对系统可靠

性分析展开研究，其主要内容和创新性成果如下： 

（1）基于凸子格的概念延展对系统可能可靠性的理论研究。凸子格的定义由

子集的凸性扩展而来。Cappelle 和 Kerre 博士在系统状态集为完备格的假设下提出

关于格上同余关系的结构函数等价类。本文在此基础上引入凸子格的概念对系统

进行可能可靠性分析，介绍基于格同余关系的结构函数上的等价类，随后得到等

价类上的上下界集均为凸子格的结论，进而推出结构函数等价类的凸子格上下界

集及其上下限，并讨论相关的定义和性质在理论中的意义和实际工程中的应用。

不同的结构函数代表不同的系统结构，研究结果表明，可以通过现有的子系统（部

件）状态与系统状态之间关系的信息缩小确定结构函数的范围，同时结构函数等

价类的凸子格上下界集及其上下确界的确定使得在确定了观察集的基础上，可以

比较本文所提出的结构函数与原等价类中结构函数的优劣，从而达到寻求优异的

系统结构的目的。 

（2）基于可能性理论对多状态系统进行可能可靠性分析。为了克服由系统状

态可能性分布难以获取的困难对系统可能可靠性分析构成的障碍，引入最大可能
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剩余寿命来表征系统状态与剩余寿命之间的内在函数关系。系统状态对应的最大

可能剩余寿命定义为该状态下系统保有最大可能的剩余寿命。通过这一定义搭建

系统状态可能性分布与系统寿命可能性分布之间的桥梁，同时引入观测时刻这一

变量，联系系统状态与其对应的最大可能剩余寿命之间的函数关系，重新定义多

状态系统的可能可靠性函数。在此基础上利用系统寿命的可能性分布避开难以入

手的系统状态可能性分布，实现对系统可能可靠性的分析。 

（3）对部分故障影响可忽略或可延迟的可修系统进行可靠性分析。基于维修

理论中的实际问题，介绍部分故障影响可忽略或延迟的模型，以两部件并联可修

系统为对象，给出原系统和考虑部分故障可忽略的新系统的模型假设，在原系统

可靠性指标的基础上开展对部分故障可忽略的新系统的可靠性分析，给出并证明

新系统可靠性指标的表达式。在基于可能性理论的对部分故障影响可忽略或延迟

的单部件可修系统研究中，通过原有的模型假设建立新的系统模型，并对两个模

型加以区分，进而具体针对部分故障影响可忽略或延迟的单部件可修系统新模型

开展可能可靠性分析，得到系统的可能可用度。 

（4）对多状态系统在完备格框架下进行系统可靠性分析和可能可靠性分析。

基于实际系统中可能存在的状态之间优劣不可比性，提出用建立在偏序关系上的

完备格替换原有的全序集来描述多状态系统状态集。假设系统状态空间和部件状

态空间均为完备格，以单部件系统、串联系统、并联系统和表决系统等典型系统

为对象，分别基于概率论和可能性理论进行了系统可靠性分析和系统可能可靠性

分析。 

 

关键词：系统可靠性，凸子格，可能可靠性，故障影响可忽略或可延迟，多状态

系统 
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ABSTRACT 

Reliability engineering has aroused intensive attention in our country for the past 

half century. Reliability theory has been continuously developed and increasingly 

applied to a variety of industrial regions. It was first applied in electronic products 

during the early seventies; thereafter, reliability research was utilized in various fields 

such as aeronautical /space technologies, nuclear energy, and communication systems. 

As for the complex structure in practical engineering, natural language is widely used to 

convey the fuzzy information. It is observed that the traditional probabilistic method is 

difficult to handle the fuzzy characteristic within natural language. Therefore, there is an 

urgent need to develop possibility theory to transform the natural language proposition 

and carry out the quantitative analysis in reliability theory.  

Currently, conventional binary reliability theory is based on the assumption that 

system state is limited by only two possible states: perfectly function and completely 

fail to function, which is an oversimplification of the practical situations. Based on this, 

experts and scholars introduced and developed the multi-state reliability theory. 

Considering the fact that system states are of incomparable characteristic in actual life, 

the original assumption of system and component state set being totally ordered set is 

difficult to completely describe the actual system or component states. As a further 

discussion, lattice theory is developed in system reliability research, which describes the 

partial order within system or component state space. 

This dissertation aims to address key challenges and critical issues within the 

development of system reliability theory, and with a special emphasis on two 

fundamental aspects: epistemic uncertainty and system state‘s incomparable 

charactristic. Taking advantage of possibility theory and lattice theory, the primary 

research contributions and innovative achievements are summarized as follows. 

1. Extendence of system possibilistic reliability theory based on the concept of 

convex sublattice. The definition of convex sublattice is extended from the subset‘s 

convex structure. Supposing that system state set is a complete lattice, Doctor Cappelle 

and Kerre introduced the equivalence class of structure function on the basis of 
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congruence relation. Based on their work, this dissertation introduces the concept of 

convex lattice to the process of system possibilistic reliability analysis. As for the 

complete lattice composed of all the structure functions, it can be concluded that the 

upper (lower) bound set of structure function‘s equivalence class are the convex 

sublattice. Thus, the supremum and infimum of the upper (lower) bound set of structure 

function‘s equivalence class can be figured out. Different structure function stands for 

different system structure. It is proved that the scope of structure function can be 

narrowed through the observation set. As a result, the related definitions and properties 

turn out to be meaningful both in theoretical development and practical application. 

Meanwhile, the supremum and infimum of the upper (lower) bound set of structure 

function‘s equivalence class makes the comparasion of structure functions becoming 

reality. Therefore, the goal of searching for better system structures is achieved.  

2. Systematic investigation of possibilistic reliability function analysis for 

multi-state systems. It is difficult to perform the system possibilistic reliability analysis 

since it is difficult to obtain the system state possibility distribution. In order to 

overcome this difficulty, state corresponding Most Possible Residual Lifetime (shorted 

as MPRL) is introduced to represent the internal functional relationship between system 

state and residual lifetime. System state corresponding Most Possible Residual Lifetime 

(MPRL) is defined as the system‘s most possible remaining lifetime under the state, 

which bridges the gap between system state possibility distribution and system lifetime 

possibility distribution. Moreover, introducing the variable of investigated moment 

which links the system state and corresponding most possible residual lifetime, 

possibilistic reliability function of multi-state system is redefined. As a result, system 

possibilistic reliability analysis can be realized by system lifetime possibility 

distribution, while avoids the adoption of the inconvenient state possibility distribution. 

3. Development of system reliability theory on the repairable systems with omitted 

or delayed failure effects. Within the practical problems in industrial engineering, the 

failure effects sometimes can be omitted or delayed if it has neglibile effect on the 

system. Taking a two-unit parallel system on as the research theme, the model 

assumption of the new system with repair time omission is given based on the original 

system. New system‘s reliability indices can be presented on the basis of probability 

theory and system reliability theory. Afterwards, single-unit repairable systems with 
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omitted or delayed failure effects are analyzed in view of possibility theory. By 

differentiating between the original single-unit repairable system and the new 

single-unit repairable system with omitted or delayed failure effects, new system 

possibilistic reliability is analyzed and instantaneous possibilistic availability is 

obtained. 

4. System reliability analysis for multi-state systems whose state set is modeled by 

complete lattice. Based on the existence of the incomparable system or component state, 

complete lattice on the partial order relation is adopted to substitute the totally ordered 

set to present the multi-state system state set. Supposing that system or component state 

space is characterized by complete lattice, typical systems such as a single-unit system, 

a series system and a parallel system are discussed based on probability theory and 

possibility theory, respectively. 

 

Keywords: system reliability, convex sublattice, possibilistic reliability, omitted or 

delayed failure effects, multi-state system 
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第一章 绪论 

 1 

第一章 绪 论 

随着人类社会的不断进步和科学技术的迅猛发展，知识系统不断丰富和完善，

人类认识能力不断提高，产品不断更新换代，现代系统和制造设备也日趋复杂和

先进。实际工程系统中各种不确定性的广泛存在和复杂结构系统的建立促使人们

探索新的可靠性理论和方法，将可能性理论和格论引入可靠性理论，从而分别对

认知不确定性和系统状态的偏序关系进行描述就是一种新的探索。本章将概述可

靠性理论的发展历程，介绍基于可能性理论和格论的可靠性研究的意义和研究现

状以及本文的主要研究内容。 

1.1 不确定性的广泛存在和处理不确定性的数学方法 

随着科学技术的进步和人类社会的发展，自 20 世纪 40 年代开始对可靠性理

论进行研究以来，经过半个多世纪的发展，工程可靠性与安全问题日益受到关注，

可靠性方法逐步被工程接受，可靠性工程技术逐步在各个领域内得到发展和应用，

并取得了丰硕的成果。随着科学技术的迅速发展以及各种复杂结构系统的建立，

人们逐渐认识到在对一些复杂机电系统（如飞机、汽车等）进行可靠性分析时存

在着大量不易处理的不确定性。不确定性主要体现在以下四个方面[1]： 

（1）材料参数的不确定性。由于制造环境、技术条件、材料的多相特征等因

素影响，使工程材料的弹性模量、泊松比、质量密度具有不确定性。 

（2）几何尺寸的不确定性。由于制造、安装或施工误差使结构的几何尺寸如

梁、柱的横截面积、惯性矩、板的厚度等具有不确定性。 

（3）载荷的不确定性。由于测量条件、外部环境等因素影响，使作用在结构

上的载荷具有不确定性。 

（4）结构边界条件的不确定性。由于结构的复杂性而引起结构与结构的联接、

构件与构件的联接等边界条件具有不确定性。 

这些不确定性现象往往难以给出确定性的解释。从数学的角度出发，不确定

性可分为三类：随机性、模糊性和不完善性。随机性是以不确定信息的变化特征

清晰已知为前提，由于输入信息无法完全控制和预测所引起的。而模糊性不仅存

在无法预测的偶然因素，对不确定信息变化的特征也无法准确描述和表达。不完
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善性则是由于对信息的缺乏而导致的，如对机器的结构或是运行的过程的不了解

所导致的不确定性。按照产生机理和物理意义的不同，一般可将实际工程中的不

确定性因素分为两类[2]：一类是随机不确定性（Aleatory Uncertainty），或称固有不

确定性（Inherent Uncertainty），这类不确定性是由于条件不充分而导致结果的不可

预知，不能通过搜集更多的数据或信息减少或消除这种不确定性，这是事物客观

存在的内在固有的特性，如结构的材料参数、几何尺寸及载荷的随机性[3-5]；另一

类是认知不确定性（Epistemic Uncertainty），或称主观不确定性（Subjective 

Uncertainty），这类不确定性的背景是关于不确定性变量的统计数据信息不足，其

准确的概率分布无法获得。由于认知不确定性的产生由缺少信息而导致，它可以

通过知识的累积和数据的收集来减少。认知不确定性广泛存在于结构的材料特性、

几何特征等方面[6-9]，同时也存在于对系统可靠性研究的过程中，如对初始事件、

故障树、事件树等的信息和理解不足[10]，近年来受到学术界和工业界的密切关注
[11,12]。从数学角度出发的模糊性和不完善性这两种不确定性在工程中都归为认知不

确定性，都是由于信息的缺乏而导致的不确定性。由于忽视这些不确定因素而导

致的灾难性事故让人们意识到应该在实际工程中对其予以充分考虑。 

研究不确定性的数学理论主要有概率论、模糊数学理论[13-15]、证据理论[16-18]、

区间分析[19]和可能性理论[20,21]等。概率论主要用于处理随机不确定性这类可以通

过试验寻求事件发展的规律来弱化其不确定程度，亦是当数据充分便足以得到概

率密度函数的不确定性。而模糊理论、凸集模型、证据理论、区间分析和可能性

理论则用于处理认知不确定性。其中，可能性理论是模糊理论的一个分支，同时，

概率论和可能性理论都可以归结为证据理论的两种特殊形式[17,18]。 

1.2 可靠性理论发展的历程 

常规可靠性理论是建立在概率论基础之上的，这种方法已被工程界广泛接受

和采用，如一次二阶矩（FOSM）方法、响应面方法和蒙特卡洛模拟方法等[22-27]。 

一次二阶矩法的概念最早是 1947 年由前苏联的尔然尼钦所提出的。1969 年，

Cornell
[28]提出用可靠性指标  作为度量结构安全度的统一标准。一次二阶矩法针

对线性的结构功能函数利用变量的一阶矩（均值）和二阶矩（方差）进行可靠性

计算，对于非线性的结构功能函数，在变量的均值点处进行一阶泰勒展开，转化

为线性的结构功能函数。由于在均值点处对结构功能函数进行泰勒展开，所以又

称为均值一次二阶矩法或中心点法。事实上，对于非线性的结构功能函数，中心
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点法的计算结果误差很大，同一个问题中可能获得两个不同的可靠性指标  值。

进一步，Hasofer、Lind、Rackwitz 和 Fiessler 等[29,30]提出了改进的一次二阶矩法

（AFOSM，又称为验算点法）。1974 年 Hasofer 和 Lind
[29]假设变量服从正态分布

给出了可靠性指标，1978 年 Rackwitz 和 Fiessler
[30]考虑随机变量的实际分布，提

出了―当量正态化‖方法。由于中心点法在非线性的结构功能函数线性化的过程中得

到了误差较大的线性化结构功能函数，最终导致计算出的可靠性指标误差较大。

验算点法在此基础上做了改进，并不将非线性结构功能函数的线性化点指定为变

量均值点，而是依据设计验算点计算可靠性指标  ，若可靠性指标值未达给定精

度，便对原有的设计验算点进行修改并再一次迭代，直到可靠性指标值满足给定

的精度条件。 

响应面法主要有一次响应面法和二次响应面法，其主要思想是对于工程实际

结构中通常为隐式状态方程的极限状态函数，用简单的显式函数去逐步逼近，最

终达到简化可靠度计算的目的。1951 年 Box 和 Wilson
[31]首先提出响应面法，利用

统计的方法得到近似函数去逼近复杂的隐式函数。而后 Wong
[32]利用响应面法对土

坡稳定的可靠度问题进行分析，展开了响应面法在可靠性理论中的应用。随后

Bucher 和 Bourgund
[33]基于结构可靠性问题引入一种新的自适应插值方法得到高效

的响应面法。该方法利用变量的基本统计信息（均值和方差）来提高效率和准确

性。Rajashekhar 和 Ellingwood
[34]简要介绍了响应面方法并严格评估了对结构分析

中实验点位置优选的各种方法，提出首次迭代后实验数目的减少标准。Liu 和

Moses
[35]提出一种新的序列响应面方法并应用于飞机结构系统的可靠性分析中。

Kim 和 Na
[36]对序列响应面方法提出改进，利用向量的梯度投影法在原破坏面附近

选取采样点作响应面近似。该方法摈弃蒙特卡洛算法中常用的二次响应面函数而

提倡 Rackwitz-Fiessler 算法中的线性响应面函数。Youn 和 Choi
[37]为了缓解由于设

计灵敏度分析的无效或大规模的原因导致可靠性设计优化成本昂贵的困难，将响

应面方法引入可靠性设计优化领域，结合混合均值方法介绍一种新的响应面方法，

提出新的有效的可靠性设计优化方法。Gavin 和 Yau
[38]在响应面方法中使用高阶多

项式去近似极限状态，利用高阶极限状态函数进行结构可靠性分析。 

蒙特卡洛法又称随机抽样法或统计试验法，是通过对随机变量进行大批抽样，

并代入结构功能函数中确定结构失效与否，得到结构失效次数与总抽样次数，从

而算得结构的失效概率或可靠性指标。事实上，人们认为蒙特卡洛法是一种精确

度较高的计算方法，往往将其他近似计算方法的结果与蒙特卡洛法得到的结果相

比较，以验证其他近似方法的准确性。然而，如果模拟计算的次数太少，则算得
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的可靠性指标不稳定也无法达到精度的要求。文献[39]建议结构计算次数 N 大于等

于 100/Pf，Pf 表示预估的失效概率。若要求工程结构的失效概率在 0.1%以下，则

要求计算次数达到 10 万次以上，计算工作量非常大。为了提高抽样效率，减小计

算工作量，许多学者对其进行了研究并对其加以改进[40-45]。 

随着常规可靠性方法日趋完善，人们也认识到概率可靠性理论由于其数学基

础的局限性，使得其在工程应用中存在着许多障碍，常规可靠性理论与工程实践

的矛盾日益突出。常规可靠性理论存在着两个过于简化的假设[46]： 

（1）概率假设：系统失效行为可以完全用概率测度来刻划。 

（2）二值状态假设：将系统的可能状态分为完好或故障两种情形。 

但在实际的工程问题中，由于无法得到大量具有概率重复性并具有较好分布

规律的样本，同时系统的复杂性导致数据难以采集，且复杂系统的状态往往并不

满足二值状态假设。近年来，随着人们对系统不确定性的进一步深入研究，基于

处理认知不确定性的不同数学方法建立了不同的可靠性分析方法。 

用于处理不确定性的区间分析是由 Moore 在 1966 年提出的[47]，他用区间数来

描述运算过程中所涉及的量，同时利用有效的数值计算方法得到计算量的区间表

示。1979 年 Moore
[48]进一步将区间分析应用到实际领域。基于区间的非概率可靠

性分析是采用区间变量（区间数）来描述结构中不确定性的可靠性分析方法。1995

年，Ben-Haim
[49]基于非概率可靠性的概念[50]将区间分析应用到非概率可靠性理论

中，将非概率可靠性指标视为区间变量（区间数），得到可靠指标的区间表述。随

后 ， 郭 书 祥 等 在 文 献 [51] 中 由 结 构 的 失 效 准 则 确 定 功 能 函 数

 xgM   n21 x,x,x g ，基于区间分析将结构性能的变化范围与要求的变化范

围相比较，确定结构的安全程度；文献[52]假设功能函数中同时存在随机变量和区

间变量，建立了概率与非概率混合可靠性模型，给出结构可靠性的概率度量；文

献[53]考虑参量的不确定性，提出了非概率结构体系主要失效模式的枚举原则，通

过增量载荷法确定主要失效模式，生成各主要失效模式的极限状态方程，利用非

概率条件下的准则法选取临界载荷，使枚举出的少量主要失效模式中不漏掉最危

险失效模式；文献[54]研究区间变量的一般运算并给出非概率可靠性指标的三种可

能的求解方法：定义法、转换法和优化法。同时，针对输入变量的变化区间增大

导致相应量的安全变化区间不精确的问题，吕震宙等[55]提出改进的区间截断法，

得到较精确的系统非概率可靠度指标。孙海龙等[56]基于区间分析方法，对串联系

统、并联系统、先串后并系统、先并后串系统、表决系统等典型系统进行区间可

靠性分析，得到了典型系统的区间可靠度和点可靠度之间的准一致性。 
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凸集模型是函数的集合，每一函数表示不确定事件的一个可能的实现。凸集

模型的建立只需要不确定事件集合的界限，而不要求其内部结构，从而对己知数

据信息的要求较低[57]。Ben-Haim
[58]等通过凸集模型定义不确定变量，提出一种未

知但有界的非完整性模型，用优化技术求解应用力学中的分析和设计问题，并在

1994 年提出基于凸集模型的非概率可靠性[50]，减小概率模型中由于数据不足致使

概率可靠性对模型中微小不精确的敏感。Elishakoff
[59]等基于凸集模型对粘弹性结

构的材料不确定性进行理论建模，研究了粘弹性梁的受迫振动问题；分别用随机

的和非随机的方法对初始缺陷敏感结构的非线性屈曲做了对比研究[60]；结合概率

方法和凸集模型对数据缺失的不确定性进行分析[61]。Ben-Haim 在文献[62]中利用

椭圆形的凸集模型评估最大脉冲响应，系统地分析壳体径向脉冲屈曲研究中的不

确定性。文献[63]考虑线性动态系统输入变量和输出失效状态的不确定性，利用分

离超平面定理将凸集模型用于系统的非概率可靠性评估，考察系统在失效前能承

受的不确定性量。文献[64]给出了五种凸集模型表达输入变量的不确定性，导出凸

集模型最大响应的解析表达，研究了线性系统的非概率可靠性。研究表明，传统

的无论是确定性工具还是随机性方法，都可能导致不安全的设计决策。 

1.3 可能可靠性理论的研究现状 

基于可能性理论的可靠性分析主要有两个分支：一是由蔡开元 [65-69]提出的

Posbist 可靠性理论；一是由 Cappelle 和 Kerre
[70-77]提出的结合可能性理论和多态结

构函数理论的可能可靠性分析方法。 

Posbist（能双）可靠性理论建立在如下的两个假设之上： 

（1）可能性假设：系统可靠性行为完全可以在可能性范畴加以刻划。 

（2）二值状态假设：将系统的可能状态分为完好或故障两种情形。 

系统的 Posbist 可靠度定义为系统在给定条件和预先确定的时间内完成规定功

能的可能度。实际上，Posbist 可靠度的定义和传统的可靠性的定义是相平行的，

唯一的区别就在于测度选取的不同，前者选取可能性测度来量化不确定性，后者

选取概率测度。随后在 1996 年，Utkin 等[78]根据能双可靠性理论，通过模糊可靠

性分析提出了一般系统的能度可靠性方法。1997 年，Cremona 等[79]基于可能性理

论，提出了一种与传统概率可靠性模型相似的结构模糊可靠性度量体系及分析方

法，该方法致力从概念上与概率论保持相同的数字特征。2002 年，郭书祥等[80]基

于可能性理论和模糊区间分析，利用区间非概率可靠性的度量原则和方法，提出
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了一种新的能度可靠性模型。Posbist 可靠性模型为处理大型复杂系统的可靠性提

供了可行的方法。作为一种新生的理论，无论在理论完善还是在实际应用方面，

都有许多工作要做。 

在 Cappelle 和 Kerre 博士提出的可能可靠性理论分支中，他们基于 Zadeh 的可

能性理论[81]，结合多状态结构函数理论来分析系统可靠性和元件可靠性[70,82,83]。假

设所有的状态空间都是基于良序关系的单位区间，通过计算机辅助可靠性分析

（Computer Assisted Reliability Analysis，CARA）研究系统及其元件的多态特征。

他们通过在系统结构函数的（对偶）截集之上建立（对偶）可能可靠性函数，得

到某一指定的 水平下相应的工作可能度（Possibility of Functioning）和失效可能

度（Possibility of Failure），用于分别分析系统的工作面和失效面。他们提出的结合

可能性理论和多状态结构函数理论的可能可靠性分析方法主要有两个立足点：一

是由于概率论处理主观的认知不确定性所存在的局限性，采用了可能性测度对不

确定性进行量化；二是由于在结构的可能可靠性分析中，线性序集作为系统的状

态集不能完全地模拟状态之间的偏序关系，采用了格这一代数系统对系统状态进

行有效的描述。与能双可靠性模型不同的是，他们研究的系统不局限于二值状态

中系统只有完好和失效两种状态的假设，其多状态的性质同时体现在子系统和系

统之上。他们基于格论[84]提出了完备格状态空间结构函数理论与可能性理论相结

合的可靠性分析方法。结合完备格中任一非空子集都具有上下确界的性质，

Cappelle
[70]提出将多状态函数结构的状态空间定义在完备格上进行研究，解决了诸

多由二分模型引发的问题，并利用格论的逆序关系提出对偶测度[71]，又在文献[72]

中对可能可靠性函数的性质进行研究，给出一系列具有现实意义的边界条件。

Montero 等[73]在此基础上通过理论和具体实例说明可靠性理论与格论之间有着密

切关系。完备格解决了实际情况中完备链无法解决的元素不可比的问题。在此基

础上，Cappelle 和 Kerre
[74]给出了可能可靠性函数与结构函数相互独立的定义，从

理论上进一步完善了可能可靠性理论；他们在文献[75]中提出基于结构函数的观察

集，为可能可靠性函数的分析提供了依据；紧接着在文献[76]中给出一种可能可靠

性函数的智能优化算法，在可靠性分析中起到优化数据的作用。相对于其他的可

靠性理论，基于格论和可能性理论的可靠性理论研究尚处在起步和探索阶段，尽

管如此，由于格论中数学模型对工程指导意义的优势所在，促进了可靠性理论的

完善和发展。 
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1.4 系统状态不可比性质提出的合理性以及研究现状 

由于传统可靠性理论中部件和系统只有完好和失效两种状态，而两状态的假

设不适于现实情况中对复杂系统和部件状态的描述，因此 Barlow 和 Wu
[85]基于最

小路集和最小割集的概念给出了一般多状态系统的概念，并将两状态系统中的性

质推广到多状态系统中去；El-Neweihi 等[86]考虑系统和部件可能呈现有限个状态，

给定完好状态和失效状态，从两状态单调关联系统的定义引入多状态单调关联系

统的定义。 

近三十年来，有关专家学者开展了对多状态系统理论的研究[87-94]。他们的工

作大多基于一个假设：系统和部件的状态集是全序集，即系统（部件）的各个状

态能够依照其相应的功能水平的下降排成一个序列。以单位区间[0, 1]为例，假设 1

表示系统（部件）的完好状态，0 表示系统（部件）的完全失效状态，系统（部件）

状态集中的各个状态即表征从完好状态 1 逐次衰退到完全失效状态 0 的各级功能

水平。这一假设的确能够简化可靠性计算中的推理，在对系统可靠性的评估、优

化和预测过程中发挥了重要作用；但若系统（部件）存在两种或两种以上失效类

型，且对不同失效类型之间的状态无法进行排序，此时全序集便无法完全诠释系

统状态集的特征。这一特征称为系统状态不可比的性质。 

基于全序集对实际系统状态集刻划的困难，有关专家学者展开对多状态可靠

性理论的进一步探索。Caldarola
[95]以布尔变量来描述部件状态，以一系列多状态

故障树来对多状态系统进行刻划。Wood
[96]在此基础上分析多状态系统，用因式分

析法处理布尔变量的相关性得到系统状态的概率值，Veearaghavan 等[97]利用容斥

公式得到概率表达式，Zang
[98]基于二元决策图对具有多状态部件的多状态系统进

行分析。此外，Yu 等[99]假设系统（部件）状态集为偏序集，定义了一般多状态单

调关联系统，并对其结构性质和随机性质进行分析，给出了系统可靠性的上下界。

Pham
[100]对具有两种失效模式的系统可靠性优化进行探讨；Kolowrocki 等[101]针对

具有老化元件的多态串联系统、并联系统、表决系统等典型系统定义了均值和方

差，介绍了可靠性分析的方法；Bichon 等[102]针对多种失效模式的系统给出了一种

基于代理模型的可靠性估计方法。 
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1.5 论文的研究内容 

本文在对系统的可靠性分析中，沿用 Cappelle 和 Kerre 提出的结合可能性理论

和多状态结构函数理论的可能可靠性分析方法的思想，将可靠性分析建立在可能

性理论和格论上进行。采用可能性理论来处理工程中的认知不确定性；采用格论

来完善对系统或部件状态之间可能存在的偏序关系的表达，这一关系是以线性序

集描述系统状态集时不能完全模拟的。本文拟基于这两点核心思想，应用可能性

理论和格论对系统可靠性进行分析，推进可能性理论和格论在可靠性理论中的应

用和发展，其主要研究内容如下： 

（1）基于凸子格的可靠性理论研究。结构函数是对系统结构的表征，它的定

义在工程中具有重要的意义。本文拟通过引入凸子格的概念，在对基于格同余关

系的结构函数等价类划分过程中，达到对结构函数之间优劣性的比较。 

（2）基于可能性理论的多状态系统可靠性分析。对于多状态系统的可能可靠

性分析问题，本文拟通过对系统所处状态与之取最大可能性的最长剩余寿命建立

合理的函数关系，将可能可靠性定义中涉及的在具体实例中难以处理的状态的可

能性分析转化为一定条件下对系统寿命可能性的分析，将可能可靠性分析方法运

用到实际的例子中。 

（3）对部分故障影响可忽略或可延迟的可维修系统可靠性分析。可维修系统

的实际工程中往往会涉及一些短暂的故障对系统的失效影响可以延迟甚至忽略的

情形。本文拟基于这一工程实际对理论系统建立模型，系统地开展可靠性分析和

可能可靠性分析。 

（4）对多状态系统在完备格框架下的可靠性分析。对于系统状态不可比的实

际情况，本文拟通过利用门限状态集将系统状态集进行划分，避开使用截集这一

在状态不可比的假设下无法使用的概念，实现对完备格框架下系统的可靠性分析。

与此同时，拟基于可能性理论和格论同时分析系统可靠性，将两者融合在一个系

统中，达到对多状态系统进行可能可靠性分析的目的。 

1.6 论文的主要结构 

本文共分为六章： 

第一章为绪论，主要介绍本文研究的背景、意义、现状以及主要研究内容。 
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第二章首先介绍格论的基础知识，格论是描述多状态系统状态集的理论基础。

随后介绍结构函数和格上的同余关系等概念，在格论的基础上对多状态系统结构

函数进行探讨。基于格同余关系的概念研究系统结构函数等价类的凸子格上下界

集。 

第三章首先介绍可能性理论的基础知识，可能性理论是本文用以研究系统可

靠性所依靠的主要方法和手段。而后以传统的多状态系统为对象，重新定义多状

态系统的可能可靠性函数，利用系统寿命的可能性分布对其进行分析，基于可能

性理论从系统状态结构函数的思想出发完成对可能可靠性函数的分析和计算。 

第四章介绍部分故障影响可忽略或延迟的系统新模型，首先以两部件并联马

尔科夫系统为对象，在原系统可靠性指标的基础上对部分故障可忽略的两部件并

联新系统进行可靠性分析；而后介绍单部件可维修系统的原有模型假设，建立部

分故障影响可忽略或可延迟的单部件可维修系统新模型，基于可能性理论开展可

能可靠性分析。 

第五章介绍完备格的性质，以完备格描述系统状态集。假设系统存在两种或

两种以上失效类型，且对不同失效类型之间的状态无法进行排序，用最小路集和

最小割集对状态集为完备格的系统进行描述。将可能性理论与格论相结合，分别

对以完备格描述系统状态集的单部件系统、串联系统、并联系统和表决系统进行

可靠性分析和可能可靠性分析。 

第六章对本文的研究工作进行总结，分析研究工作中的不足之处，并对今后

的研究工作进行展望。 

全文围绕处理认知不确定性和表达系统状态不可比性两个基本问题，展开以

可能性理论和格论为理论基础的系统可靠性探索研究，为开展基于多状态结构函

数理论的系统可能可靠性分析在实际工程中的应用提供理论基础，致力于进一步

开展理论与工程实际相结合的工作。 
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第二章 基于凸子格的可靠性理论研究 

2.1 引言 

随着现代系统和设备日趋复杂，失效过程中的多状态特征也体现的越来越显

著，于是传统的二态可靠性理论中假设系统状态和部件状态要么完好要么失效的

不合理性日益彰显[103-105]。在此背景下，有关专家学者提出用多状态结构函数来模

拟失效过程中因失效规律和工作性能不同而呈现出来的不同的部件状态与系统状

态之间的函数关系[106,107]。与此同时，由于实际工程中实验条件的局限，人们往往

无法得到充足的统计数据。当系统的不确定性变量缺乏大量和必要的信息，无法

获得其准确的概率分布时，概率论需要大量统计数据的局限性便体现出来，这使

得概率论无法准确地对系统的不精确性和不确定性进行描述[75,108]，认知不确定性

便随之产生。国内外学者们均开展了大量基于非概率的可靠性评估模型的研究，

以克服过去研究中的缺陷[109-113]。可能性理论作为与概率论平行的处理不确定性的

数学理论之一，已被广泛采用于分析可靠性工程中的认知不确定性[114-117]。鉴于可

能性理论在研究分析系统不确定性的过程中起到的举足轻重的作用[118,119]，本文采

用可能性理论作为分析复杂系统可靠性方面的认知不确定性的方法和手段。 

在对系统失效过程中的多状态特征进行描述的过程中，为了更加完善的表达

系统或部件的状态空间，有必要在非经典的可靠性数学模型中引入代数系统中的

格论[73]。格是一类重要的偏序集，考虑以完备格表达的状态函数集，文献[72]和[82]

已经给出了进行系统可靠性分析的基本框架。Cappelle 博士提出了建立在偏序集

（更特殊的则是完备格）上的多状态结构函数理论来解决二分模型中出现的问题。

将多状态结构函数和可能性理论相结合，Cappelle 和 Kerre 博士建立了以完备格表

达的状态函数集上的同余关系，这一关系结合了可靠性理论中的若干概念并为建

立物理系统模型提供了有力的工具。本章基于可能性理论和系统多状态的假设，

假设系统的状态函数集为完备格，在 Cappelle 和 Kerre 博士提出的同余关系的基础

上引入凸子格的概念进行系统可靠性分析，给出结构函数上的等价类，得到等价

类上的上下界集均为凸子格，进而推出结构函数集的一些重要边界，讨论相关的

定义和性质在理论和实际工程中的应用。 
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2.2 格论的基础知识 

格是一类重要的偏序集，它的理论研究深入到数学的各个分支，在许多领域

中（如抽象代数、射影几何、点集论、拓扑学、泛函分析、逻辑与概率论等）都

有广泛的应用。格论是描述多状态系统状态集的理论基础，本节主要从偏序集的

定义出发，介绍格的一些基本概念和性质[84]。 

2.2.1 偏序集的定义 

偏序关系是一类重要的二元关系，偏序集是带有偏序关系的集合。 

定义 2-1 设 P 是一个集合， P 上的二元关系叫做一个偏序关系（或半序关

系），如果满足： 

（1）自反性： aaPa  ,  

（2）反对称性： baabbaPba  ，，，  

（3）传递性： cacbbaPcba  ，，，，  

这时称  ,P （或简称 P ）为一个偏序集（或半序集）。 

若偏序集  ,P 是有限集，则叫做有限偏序集；否则，  ,P 叫做无限偏序集。

符号― ‖用于表示一个二元关系，它与数的小于等于符号形式相同，但可以根据上

下文确定而不会混淆。 

定理 2-1 设是集合 P 上一个偏序关系，的逆关系 -1 的定义如下： 

abbaPba  -1，， ，则 -1 也是P 的一个偏序关系。 

在定理 2-1 中，称偏序集  -1,P 是偏序集  ,P 的对偶，简记作 -1P 。 

下面介绍偏序集的一些基本概念。 

定义 2-2 设  ,P 是一个偏序集， A是P 的一个非空子集， Aa 。若对任意

的 Ax ，有 ax  ，则称 a 是 A 的一个最大元；同时，若不存在 Ay ，使得

 yaya  ，则称 a 是 A的一个极大元。同样，可以对偶地介绍最小元和极小元

的定义。 

由定义易知，集合的最大元（最小元）一定是集合的极大元（极小元），而反

之不一定为真。 

定义 2-3 偏序集  ,P 的最大元若存在，则叫做P 的单位元，用 I 表示。偏序

集  ,P 的最小元若存在，则叫做 P 的零元，用O表示。 OI , 统称为P 的泛界。 

可以证明，假设 A是偏序集  ,P 的一个非空子集，若 A有最大元（最小元），
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则是唯一的最大元（最小元）；若 A是有限子集，则一定有极大元（极小元）。 

2.2.2 格的定义和性质 

定义 2-4 在一个偏序集  ,L 中，如果任意两元 yx, 都有上确界 yx 和下确界

yx  ，则称偏序集  ,L 为一个格。 

此时的 yx 和 yx  分别称作 yx与 的并和交。可以证明，若集合 L 是格，则 L

的对偶（ -1L ）也是格，即格的概念是自对偶的。同时 L 中的任意非空有限子集有

上确界和下确界。 

事实上，由格的定义可以得到，若 L 是一个格， L 中任意两个元素 yx, 的并

yx 和交 yx  可以唯一确定。故而 L 亦是一个带有二元运算 ， 的代数系，可

以不用偏序而直接用两元间代数运算的并和交来定义。 

定理 2-2 在格  ,L 中，对任意 Lzyx ，， ，有 

（1）幂等律： xxx  ， xxx  ； 

（2）交换律： xyyx  ， xyyx   

（3）结合律：     zyxzyx  ， 

    zyxzyx  ； 

（4）吸收律：    yxxxyxx  。 

由定理 2-2 可以看出，格是带有二元运算 ， 且具有幂等律、交换律、结合

律和吸收律的代数系统[121]。 

推论 2-1 在格  ,L 中，对任意 Lzyx ，， ，若 yx  ，则 zyzx  ，

zyzx  。 

这表明，格中的并运算和交运算是保序的。 

推论 2-2 在格  ,L 中，对任意 Lzyx ，， ，有 

（1）      zxyxzyx  ； 

（2）      zxyxzyx  。 

这表明，在格的代数框架下，分配不等式成立。 

推 论 2-3 在 格  ,L 中 ， 对 任 意 Lzyx ，， ， 若 zx  ， 则

    zyxzyx  。 

这表明，在格的代数框架下，模不等式成立。 

定义 2-5 设 S 是格  ,L 的一个子集，若对任意 Sba ， ， Sba 总有 ，

Sba  ，则称 S 为格 L 的子格。 
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由子格的定义，可以得到如下的一些简单性质： 

（1）空子集是格  ,L 的子格； 

（2）格  ,L 的单元子集  Laa  是 L 的子格； 

（3）格  ,L 的任意区间   baLbaba  ，，， 是 L 的子格； 

（4）任意多个子格的交集仍是一个子格； 

（5）若 S 为格 L 的子格，则 S 作为子偏序集本身也是格，并且对任意 Sba ， ，

ba与 在 S 内的上（下）确界同它们在 L 内的上（下）确界是一致的。 

设 S 是格  ,L 的子集，若对任意的 baSba  ,, ，总有   Sba , ，则称子集 S

具有凸性。凸子格的定义便是由子集的定义延展而来的[122]。 

定义 2-6 格 L的一个子集 S 叫做 L 的一个凸子格，如果满足： 

                          ),(, SbabaSba                  (2-1) 

格 L的非空凸子格的交集仍是凸子格。对格 L中的任意两个元素 baLba  ,, ，

区间   }{, bxaxba  即是格 L 的一个凸子格。 

在此给出完备格的定义，关于完备格的性质讨论将在第五章详细的给出。 

定义 2-7 格  ,L 叫做一个完备格，如果 L 的任意非空子集 S 都有上确界 S

和下确界 S 。 

由完备格的定义易知，一个格若是有限的，那就一定是完备格。一个完备格

 ,L 一定有泛界（单位元 I 和零元O），且完备格的对偶也是完备格。设 S 是格

 ,L 的子集，若 S 是完备格，则称 S 为 L 的一个完备子格。 

2.2.3 结构函数的相关概念 

本节介绍与完备格上的多状态结构函数相关的基础概念。考虑由有限的 n 个部

件构成的系统，首先给出结构函数的概念，它反映了部件状态与系统状态之间的

函数关系[75]。 

定义 2-8 令   niLi  ,1， 和  ，L 分别为 1n 个完备格， 是 LLL n 1

上的映射，若满足以下两个条件： 

（1） 0)0,,0(  ， 1)1,,1(                                    (2-2) 

（2）          yxyxyx  
2

1, nLL 
                    

(2-3) 

则称是   ,1 nLL   到  ,L 上的结构函数。 

M  LLL n ,1  记为完备格   ,1 nLL  到完备格  ,L 上的所有结构函数

的集合，可以证明，结构函数集M  LLL n ,1  是一个完备格[70]，其上的序关系
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定义如下： 

对于任意两个 LLL n 1 上的结构函数 21  和 ，有： 

               
  )x()x(x  21121   nLL             (2-4) 

在此不再介绍更多的有关结构函数上完备格的性质，如有兴趣可以参阅文献

[70]。 

下面介绍同余关系的概念，本章中所有的等价类都基于该同余关系提出。 

定义 2-9 令  ,L 为一个格， 是 L 上的二元关系；则 是 L 上的同余关系当

且仅当： 

（1） 是 L上的等价关系； 

（2）对于 L中的任意元素 2121 ,,, yyxx ， 

   
 

11 yx   ，  22 yx    2121 yyxx   ，  2121 yyxx     (2-5) 

定义中， x 表示由元素 x 基于等价关系 生成的等价类。格  ,L 上的下（上）

确界算子由 )( 表征，结构函数集上的下（上）确界算子由 )( 表征；即是说，

对任意两个结构函数 21  和 ，有： 

                
)x()x(x:: 21121    LLL n          (2-6) 

类似地，可以定义上确界算子。 

2.3 基于凸子格的可靠性理论研究 

在凸子格定义的基础上，本节利用 Cappelle 和 Kerre 博士提出的两个有关结构

函数基于同余关系的等价类的定理，给出凸子格在可靠性理论中应用得到的四条

定理和性质并加以证明。最后，对之在实际可靠性工程中应用的重要性加以阐释。 

2.3.1 基于格同余关系的结构函数等价类 

本小节中所介绍的两个引理是由 Cappelle 和 Kerre 博士在文献[75]中提出的。

引理 2-1 提出结构函数集中典型的一类等价类，基于等价类的分类，不同的子集即

对应不同的观察集。引理 2-2 描述了不同的子集和与之对应的结构函数等价类之间

的包含关系。这两个引理[75]将为下一小节中结构函数等价类的凸子格上下界集的

推导奠定基础。 

引理 2-1 设 A是 nLL 1 上的一个子集， 和是 LLL n 1 上的任意

两个结构函数，则有： 

                    
    )x()x(x    A

A              
(2-7) 
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引理 2-2 设 A和 B 是 nLL 1 上的两个子集， 是 LLL n 1 上的任一

结构函数，则有： 

                           
   

AB
BA   

                  
(2-8) 

可以由图 2-1 直观地理解引理 2-2 的意义。即是说，如果有更大的观察集，可

以通过观察集得到更多的信息，从而缩小对合适的结构函数进行筛选的范围。 

A

B

 
A

  
B



 LLL n ,1 M
nLL 1

 

图 2-1 不同的子集和与之对应的结构函数等价类之间的包含关系 

2.3.2 结构函数等价类的凸子格上下界集及其上下限 

将凸子格的概念引入可靠性理论的研究，获取结构函数等价类的凸子格上下界

集及其上下限。这里所涉及的在实际工程中具有重要意义的集合取自集合

(M  LLL n ,1  , )的几类典型的凸子格。 

定理 2-3 设 A是 nLL 1 的一个子集，是   ,1 nLL  映射到  ,L 上的

结构函数，则   ,
A

 是(M  LLL n ,1  , )的一个凸子格。 

证明：由 2.2.2 节中凸子格的定义，若要证明   ,
A

 是(M  LLL n ,1  , )

的一个凸子格，即是证明对任意两个属于  
A

 中的元素 i 和 j ，取自两者的交与

并之间的集合--  jiji   , --的元素仍属于  
A

 。 

对于任意取自  
A

 中的元素 i 和 j ，由引理 2-1 可以得到： 

                            )()()( xxxx jiA                  (2-9) 

从而可以推得： 

                       ))(()())(( xxxx jijiA           (2-10) 

假设 ' 是取自  jiji   , 的任一元素，则有： 

                               jiji        '                 (2-11) 
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从而，对任意的 nLL  1x ， 

                           ))(()())(( '
xxx jiji            (2-12) 

于是有： 

                            )()(' xxx   A                 (2-13) 

等价地： 

                         
Ajiji   )(, ''

x           (2-14) 

进而可以得到下式： 

                          
AA jijiji    ,,        (2-15) 

于是定理 2-3 得到证明。 

  ,
A

 是基于等价关系 A 的集合(M  LLL n ,1  , )上的凸子格。接下来的

两个定理的建立均是在  
A

 这一等价类的基础之上的。 

定理 2-4 设 A是 nLL 1 的一个子集，是   ,1 nLL  映射到  ,L 上的

结构函数， AM a ( AM i )是  
A

 在M内的所有上（下）界组成的集合，称为上（下）

界集，则  ,AM a （  ,AM i ）是(M  LLL n ,1  , )的完备子格。 

证明：下面只证  
A

 在 M 中的上界集 AM a 是(M  LLL n ,1  , )的完备子

格，关于下界集 AM i 的证明可以类似得到。 

首先证明 AM a 是(M  LLL n ,1  , )的子格。 

AM a 是  
A

 在M中的上界集，则任取 AM a 中两个元素 i 和 j ，即是说， i 和

j 均是  
A

 在M中的上界，显然其交和并 jiji   ， 仍是  
A

 在M中的上界，

则 jiji   和 亦是 AM a 中的元素。由 2.2.2 节中子格的定义可得 AM a 是

(M  LLL n ,1  , )的子格。 

下面只需证明 AM a 的完备性。 

设  Iii   是上界集 AM a 中的任一个非空族，故有族中的任意元素均是  
A



在M中的上界，则有： 

                        )()( xxx   iAIi                (2-16) 

进而可以推出： 

  











)()(inf xxx i
Ii

A                 (2-17) 

且  

  











)()(sup xxx i
Ii

A                 (2-18) 

由于族中元素的上确界 )(inf xi
Ii




与下确界 )(sup xi
Ii




均属于 AM a ，可以证得
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A

 在M中的上界集 AM a 是(M  LLL n ,1  , )的完备子格。 

定理 2-5 设 A是 nLL 1 的一个子集，是   ,1 nLL  映射到  ,L 上的

结构函数， AM a ( AM i )是  
A

 在 M中的上（下）界集，则  ,AM a  (  ,AM i )是

(M  LLL n ,1  , )的凸子格。 

证明：同样地，只证  ,AM a 是(M  LLL n ,1  , )的凸子格， ,AM i 的证

明可以类推。 

根据定理 2-4，已经证得  ,AM a 是(M  LLL n ,1  , )的子格，结合凸子格

的定义描述，只需证明： 

                     AMAM ajijiaji   ,,          (2-19) 

首先，   ,
A

 是基于等价关系 A 的集合(M  LLL n ,1  , )上的凸子格，

对于任一结构函数  
Am   ，有： 

                            )()( xxx   mA                (2-20) 

其次，对  
A

 在 M 中的上界集 AM a ，任取两个结构函数 AM aji  , ，

nLL  1x ，有： 

                     )()( xx mi   , )()( xx mj                   (2-21) 

进而，可以得到 

  )())((),())((1 xx xxx mjimjinLL          (2-22) 

因此，对于任一结构函数  jiji   ,' ，都可以得到如下的结论： 

                     )()(1 xx x
'

mnLL                  (2-23) 

由于 m 选取的任意性，结合上式可以推出 ' 是  
A

 的一个上界，因此

AM a' 。进一步，由于 ' 选取的任意性，式（2-19）得证。 

于是， 
A

 在M中的上（下）界集  ,AM a  (  ,AM i )即是(M  LLL n ,1  , )

的完备子格亦是其凸子格。这就是说，  
A

 在 M中的上（下）确界存在且可以唯

一确定。如果同时考察 nLL 1 上的两个子集 A和 B ，会发现如下一些有趣的结

论。 

推论 2-4 设 A和 B 是 nLL 1 上的两个子集且 BA ， 是   ,1 nLL  映

射到  ,L 上的结构函数，则  
B

 在  
A

 中的上（下）界集是   ,
A

 的凸子格。 

证明：该推论的证明由定理 3-3 和引理 2-2 立即可得。 

定理 2-6 设 A是 nLL 1 的一个子集，是   ,1 nLL  映射到  ,L 上的

结构函数， AM a ( AM i )是  
A

 在M中的上（下）界集，则： 

（ⅰ）  ,AM a 的最大元和最小元分别是  ,M 和   ,
A

 的上确界； 

（ⅱ）  ,AM i 的最大元和最小元分别是  ,M 和   ,
A

 的下确界。 
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证明：定理中（ⅰ）包含两条内容： 

    （1）  ,AM a 的最大元是  ,M 的上确界； 

    （2）  ,AM a 的最小元是   ,
A

 的上确界。 

设是  ,M 的上确界，由于   
A

 M，立即可得是   ,
A

 的一个上界，

亦即是 AM a 。又设 AM a ，故是   ,
A

 在  ,M 中的上界。于是对于

nLL  1x  ，有 )()( xx   。由的定义立即可得，是  ,AM a 的最大元。

故而（1）得以证明。 

定理中的其他内容可以类似得到，不再加以证明。 

推论 2-5 设 A和 B 是 nLL 1 上的两个子集且 BA ， 是   ,1 nLL  映

射到  ,L 上的结构函数， BM a ( BM i )是  
B

 在  
A

 中的上（下）界集，则： 

（ⅰ）  ,BM a 的最大元和最小元分别是   ,
A

 和   ,
B

 的上确界； 

（ⅱ）  ,BM i 的最大元和最小元分别是   ,
B

 和   ,
A

 的下确界。 

证明：该推论的证明由定理 2-6 和引理 2-2 立即可得。 

前面介绍了一些凸子格概念在可靠性理论中发展出来的定理和推论，接下来

将介绍这些定理和推论在实际工程中的意义。 

2.3.3 阐释和讨论 

在实际工程中面对复杂的机械系统，往往会首先将系统划分为多个子系统（部

件）进行分析，在将子系统（部件）的性质整合为系统性质的过程中，表征子系

统（部件）状态与系统状态之间函数关系的结构函数便彰显出重要的现实意义。

不同的结构函数代表不同的系统结构，而结构函数的确定除了通过系统的结构来

开展，同时也可以通过现有的特定子系统（部件）状态与系统状态之间关系的信

息进行。从理论上看，考虑 nLL 1 的一个子集 A，集合   AyA  xx, 称为

的观察集（Observation Set），其中 y)x( ；集合   AyA  xx, 中的元素，即

序对  y,x 称为一个观察量（An Observation）[76]。事实上，无法通过以一一考察观

察集中的序对来确立结构函数。与此同时，纵然已有观察集中每一序对的信息，

即是已知任一子系统（部件）状态所对应的系统状态，此时研究结构函数的意义

也不再存在。假设系统的状态空间可以由 nLL 1 的一些元素进行描述和推测，

将这些元素的集合记为 A，即是说可以确定观察集 A 。进一步，给定了这一观察

集 A ，便可得到由式（2-7）描述的结构函数等价类  
A

 的界集。根据这一给定的

观察集，工程师们便可以寻找优于等价类  
A

 中任一元素的结构函数。实际上，
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对任一 Ax ， x 表示 n 个子系统（部件）的状态向量，而不同的系统结构对应的

结构函数也不同，从而同一子系统（部件）的状态向量也会对应不同的系统状态。

对于同一 n个子系统（部件）的状态向量 x，以并联和串联结构为例，可以直观的

发现同一状态向量可能会对应不同的系统状态。当其中 n个子系统（部件）的状态

都相同，则采取并联和串联结构都会得到相同的系统状态；除此之外的情况下，

并联结构的系统状态均优于串联结构的系统状态。无疑，面对同样的 n个子系统（部

件），工程师们致力于寻求优异的系统结构得到更好的系统状态。这也是研究  
A



的上界集的必要性。 

根据定理 2-4 中―  ,AM a  (  ,AM i )是(M  LLL n ,1  , )的完备子格‖的结

论，结合完备格的性质，可以得到  
A

 上界集的上下确界均存在。又根据定理 2-5

中―  ,AM a  (  ,AM i )是(M  LLL n ,1  , )的凸子格‖的结论和凸子格的定义，

可以推得介于  
A

 上界集的上下确界之间的元素均是  
A

 的上界。此外， AM a 的

最大元和最小元可以由定理 2-6 的结论进行替换和表达，从而得到在可靠性工程中

有意义的边界。给定子系统（部件）状态数据，好的结构函数则对应着更优的系

统状态。在确定了观察集 A 的基础上，工程师们便可以比较新提出的结构函数与

 
A

 中结构函数的优劣。这个过程是由新提出结构函数分别与  
A

 上界集的最小

元和  
A

 下界集的最大元进行比较来实现的。 

考察从   ,1,0
2

映射到   ,1,0 上的结构函数，  

     
2

,:1,01,0: 21
21

2 xx
xx


  ， 

设观察集 A  为    
















1,1,

2

1
,

2

1
,0,0 ，可以推得  

A
 下界集的最大元和  

A
 上界

集的最小元分别是： 

   21211 ,min, xxxx   

和 

   21212 ,max, xxxx   

此时给出结构函数   2121, xxxx  ，易得结构函数 1 和 2 均优于结构函数，

从而得到新提出的结构函数与  
A

 中结构函数之间的比较结果。 

2.4 算例分析 

本节中，将运用文献[72]中的数值算例对 2.3.2 节中的结论进行例证。 

假设是从   ,1,0
2 映射到   ,1,0 上的结构函数， 
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2

,:1,01,0: 21
21

2 xx
xx


  ， 

易得一些给定点处函数的值，如 

2

1

3

2
,

3

1

2

1

4

3
,

4

1
,

2

1

5

4
,

5

1



























  ,     

为 了 简 便 ， 将 集 合    
























1,1,

3

2
,

3

1
,

4

3
,

4

1
,0,0 记 为 A ， 集 合

   
































1,1,

3

2
,

3

1
,

4

3
,

4

1
,

5

4
,

5

1
,0,0 记为 B 。于是 基于等价关系 A 的等价类  

A
 即

可由闭区间      ,,, AuAl 表达[75]，其中 

 
 

)(sup)(, yx
x0,y


A

Al


 ,  
 

)(inf)(, yx
x,1y


A

Au


          (2-24) 

同样地，基于等价关系 B 的等价类  
B

 即可由闭区间      ,,, BuBl 表达，

其中 

 
 

)(sup)(, yx
x0,y


B

Bl


 ,  
 

)(inf)(, yx
x,1y


B

Bu


          (2-25) 

通过计算，可以得到： 

            



















































elsewhere      ;    0

1,1  \1,
3

2
1,

3

1
1,

4

3
1,

4

1
,      ;   

2

1

1      ;    1

,:1,01,0:, 21

21

21
2

 xx

xx

xxAl 

    (2-26) 

            



















































elsewhere      ;    1

0,0  \
3

2
,0

3

1
,0

4

3
,0

4

1
,0,      ;   

2

1

0      ;    0

,:1,01,0:, 21

21

21
2

 xx

xx

xxAu 

(2-27) 

       
 

  






































































elsewhere      ;    0

1,1  \1,
3

2
1,

3

1
                           

1,
4

3
1,

4

1
1,

5

4
1,

5

1
,      ;   

2

1

1      ;    1

,:1,01,0:,

21

21

21
2






xx

xx

xxBl        

           (2-28) 
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elsewhere      ;    1

0,0  \
3

2
,0

3

1
,0                           

4

3
,0

4

1
,0

5

4
,0

5

1
,0,      ;   

2

1

0      ;    0

,:1,01,0:,

21

21

21
2






xx

xx

xxBu      

        (2-29) 

根据式(2-26)、(2-27)、(2-28)和(2-29)，可以描述出等价类  
A

 与  
B

 的范围，

如图 2-2 所示。图 2-2 中虚点和阴影线的部分分别表示等价类  
A

 与  
B

 的范围。

从图中可以直观的看出     ,, BlAl  和     ,, BuAu  。于是显然可得

   
AB    ，在理论上这也可以由 BA 和引理 2-2 直接推得。 

x

y

0

1

1

4/5

3/4

2/3

1/5 1/4 1/3
 

图 2-2 等价类  
A

 与  
B

 的范围比较 

此外，便可得到  
B

 在  
A

 中的上（下）界集 BM a  ( BM i )，它即是由闭区间

   ],,,[  AuBu  (    ],,,[  BlAl )来表达的。于是，在数值算例中，可以推得如下的

结论： 
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（1）  ,BM a 的最大元即是   ,
A

 的上确界； 

（2）  ,BM a 的最小元即是   ,
B

 的上确界； 

（3）  ,BM i 的最大元即是   ,
B

 的下确界； 

（4）  ,BM i 的最小元即是   ,
A

 的下确界。 

结果表明，界集的最值可以通过结构函数等价类的上下界进行替代和转换，

这个结果与在先前章节中得到的理论结果是一致的。这易于我们利用结构函数集

边界寻求有用的结构函数。 

2.5 本章小结 

格是一类重要的偏序集，完备格是一类重要的格。本章基于格同余关系，在

结构函数完备格的集合上引入凸子格的概念，联系可靠性理论进行系统可靠性分

析。通过格同余关系上的结构函数等价类与结构函数完备格集之间的关系，加深

对结构函数反应出的系统状态与部件状态之间关系的理解。理论分析与算例分析

同时表明，给定条件的结构函数界集的最值可以与结构函数上对应等价类的凸子

格界集的上下确界进行替换，为工程师们分析结构函数的优劣提供了理论依据。

论文第五章将进一步结合可能性理论，讨论分析多状态系统在完备格框架下的可

靠性。
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第三章 基于可能性理论的多状态系统的可靠性分析 

3.1 引言 

由于信息的不完全和不精确，实际工程系统存在着大量的不确定性。有关专

家学者按照对不确定性进行量化的数学方法将这些不确定性分为随机不确定性和

认知不确定性两大类：随机不确定性是环境和系统自身所固有的；认知不确定性

是由于信息的缺乏和认识的不完全所造成的。目前处理随机不确定性的常用方法

是基于统计信息和概率论的。对于可靠性分析中的认知不确定性，有关专家学者

利用证据理论、区间分析、凸集模型和可能性理论等各种理论方法[70,123-127]进行表

征和分析。可能性理论建立在两个对偶的模糊测度（可能性测度和必要性测度）

之上。它与概率论很相似，两者都是基于集函数来表征不确定性的工具；不同点

在于，概率论具有可加性，而可能性理论只有次加性[128,129]。基于可能性理论的可

靠性分析[114,115,130-132]是可靠性理论中处理认知不确定性的一个重要分支。事实上，

可能可靠性理论发展至今已形成了两个分支：一是由蔡开元博士提出的能双可靠

性理论[69]（Posbist Reliability Theory）；另一个分支是由 Cappelle 和 Kerre 博士建立

的将多态结构函数与可能性理论相结合的方法[70,82]。与蔡开元博士提出的能双可

靠性理论[69]相比，人们更少关注到 Cappelle 和 Kerre 博士提出的将多态结构函数

理论和可能性理论相结合的可能可靠性理论。究其根源，是由于实际工程应用中

系统状态多是离散的，很难得到系统可能可靠性函数的显式表达。Cappelle 和 Kerre

博士的方法在理论上是通过有效地利用系统结构函数和状态水平来建立系统可能

可靠性函数的。然而，在实际应用时，由于系统状态可能性计算的不便，人们往

往不知如何去建立系统可能可靠性函数。本文利用 Cappelle 和 Kerre 博士提出的可

能可靠性理论来研究系统可靠性分析的方法。 

可能可靠性函数定义为以为结构函数时，系统表征的状态优于给定的状态水

平 的可能性。为了求出系统可能可靠性函数，首先要计算系统表征某个给定状

态的可能性。由于参杂主观因素，很难获得系统状态可能性的分布，因此严重限

制了系统状态的可能性分析。因为很难得到系统状态可能性的分布，所以如何计

算某一给定状态水平下系统可能可靠性函数的值也困扰着人们。综上所述，关键

是该如何把理论和实际更加有效地结合在一起？本章的核心内容就是找到计算系
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统可能可靠性函数的方法，并且从状态水平的观点出发，克服系统可能性分析的

束缚。  

与系统状态可能性分布相比，人们可以通过更多的方法来得到系统寿命可能

性分布[83]。故而，如果系统状态和系统寿命的关系已知，就可以算出系统的可能

可靠性。基于此，在可能可靠性函数中加入另外一个变量——观测时刻 imt 。这看

似是更难得到系统的可能可靠性，但事实上增加了该变量后，可以有效地将系统

状态和系统寿命可能性分布连接起来，便可以绕过计算给定的系统状态可能性来

计算较为容易得到的系统寿命可能性分布。所以，通过系统状态和其相应的最大

可能剩余寿命的函数关系，就可以巧妙地解决前面提及的可能可靠性理论的限制。 

本章重新定义多状态系统的可能可靠性函数，并利用系统寿命的可能性分布

对之进行分析。为了表征系统状态与剩余寿命之间的内在关系，定义状态对应的

最大可能剩余寿命（State Corresponding Most Possible Residual Lifetime，简称

MPRL）为该状态下系统保有最大可能的剩余寿命时间。当给定以某一时刻系统保

有某一状态为系统可靠度水平，系统可能可靠性便可以通过系统状态和对应的最

大可能剩余寿命而得到。在此基础上，进而分析状态水平 与观测时刻 imt 的变化

对系统可能可靠性分布的影响。同时基于可能性理论从系统状态结构函数的思想

出发对典型系统的可能可靠性进行分析和计算。 

3.2 可能性理论的基础知识 

可能性理论是由 Zadeh 在 1978 年提出来的[81]，它属于模糊理论的一个分支。

可能性是人们对于事物的可实现程度以及达到某种目标的难易程度的一种反映，

其大小与人的感觉相关[133]。可能性同事件的概率既有联系又有本质区别。本节从

模糊限制和可能性测度的定义出发，详尽地介绍与可能性理论相关的定义和性质。 

3.2.1 可能性分布 

为了便于对可能性分布的理解，首先介绍 Zadeh 从模糊约束展开的对可能性

分布的引入和定义[81]。 

设 X 是取值于论域U 的一个变量，记u 为论域U 中通用的元素， uX  表示变

量 X 取值为u ， Uu 。F 是隶属函数为 F 的U 上的一个模糊子集，  uF 表征u

符合 F 的程度，  uF 的值越接近 1 表示u 符合F 的程度越高；  uF 的值越接近

0 表示u 符合F 的程度越低。F 作为U 上的一个模糊子集对论域U 中的一些元素具
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有弹性约束，若这些元素可能赋值给变量 X ，也就是说如果F 对可能赋值予变量 X

的值有弹性约束的作用，则称 F 是变量 X 上的模糊约束（F  is a fuzzy restrictiom on 

X ），或称为关于变量 X 的模糊约束（associate with X ），记号如下： 

                              uuX F：                     (3-1) 

式中的  uF 意为当变量 X 被赋值为u 时， X 符合模糊约束F 的程度。同时，

 uF-1 的意义则是为使将 Xu赋值予 ，模糊约束 F 还须进一步延伸的程度。事实

上， F 模糊子集 本质上并非是模糊约束，仅当其作为变量取值的约束时，才成为

模糊约束[134]。 

设  XR 是变量 X 上的一个模糊约束，Zadeh 给出了如下的关系赋值方程

（Relational Assignment Equation）来表明模糊子集F 扮演出的对变量 X 的模糊约

束作用的角色： 

                              FXR                           (3-2) 

这个方程同时给出关于变量 X 的模糊限制对模糊集（或模糊关系）的指派。

接下来进一步阐释模糊约束的概念。 

对于如下式（3-3）中的命题： 

                           FXp   是


                          (3-3) 

式中的变量 X 可以指代物体名称，也可以指代变量或是命题等；F 指代论域U

上的模糊子集，比如―Jessie 是年轻人‖、― X 是个很小的数‖、―Harriet 拥有一头金

发是正确的‖等等。记  XA 表征的在U 中取值的变量 X 的本质属性，式（3-2）即

可转化为： 

                             FXAR                           (3-4) 

式（3-4）表明，命题― FXp   是


 ‖即是将模糊子集F 指派为  的模糊约束XA 。

接下来介绍的具体例子将有助对模糊约束的理解。 

设命题― 是年轻人John


p ‖，其中―年轻‖是取值于论域  100,0U 上的模糊子

集，其隶属函数为： 
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其中， -S 函数是由文献[135]给出： 

             

























































u

u
u

u
u

u

uS

f o r                          1,

for       ,
-

-
2-1

for           ,
-

-
2

for                         0

2

2

，
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式（3-6）中参数   2/ 


表示 -S 函数的渡越点（Crossover Point），即

  5.0 ，，；S 。于是，此处 X 的本质属性  XA 指 John 的年龄；同时命题

― FXp   是


 ‖可以依照式（3-4）转换如下： 

                年轻的年龄是年轻人  JohnJohn R              (3-7) 

针对这一例子，来考察一个具体的年龄， 28u ，由式（3-5）可以算得 28 岁

对模糊子集―年轻‖的隶属度为 0.7。也就是说，28 岁这一元素与―年轻‖这一模糊子

集的相容程度（Degree of Compatibility）为 0.7。― 是年轻人John ‖这一命题将隶属

度为 0.7 的意义从―28 岁与‗年轻‘的相容性‖转换为给定 ― 是年轻人John


p ‖的限制

条件下，― 岁 28John ‖的可能度（Degree of Possibility）。 

有了以上对模糊约束的详细介绍，接下来便可以给出可能性分布的定义[80]。 

为了表达的简便，设   XXA  ，由 X 表征它自身的本质属性，这并不会引起

概念上的混淆。 

定义 3-1 设 X 是取值于论域U 的一个变量，F 是隶属函数为 F 的论域U 上的

一个模糊子集，令 F 是 X 取值的模糊限制  XR ，则命题― FX   是 ‖可以转化为： 

                            FXR                             (3-8) 

假定与这一命题相关的可能性分布等于  XR ，以 X 表示关于 X 的可能性分

布函数，定义 X 与模糊子集 F 的隶属函数在数值上是相等的：  

                          FX 


                             (3-9) 

于是，― uX  ‖的可能度（Possibility）  uX 即被认定为等于  uF 。本质上，

X 的可能性分布是一个模糊子集，它给出了在U 中 X 取任何定值的可能性；可能

性分布的概念与模糊集合的表现形式是一致的。 

由前面的例子易得，― FXp   是


 ‖这一命题将变量 X 和可能性分布相连，同时

这个可能性分布与 F 相同：对于同一元素u ，可能性分布函数在u 处的值  uX 与

u 关于模糊子集 F 的隶属度  uF 相等。 

下面给出一个简单的例子来加深对可能性分布直观的理解。 
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设U 为所有正整数构成的论域， F 是U 上的―小整数‖模糊子集，其隶属函数

定义如下： 

6

0.2

5

0.4

4

0.6

3

0.8

2

1

1

1
小整数  

于是命题― 是小整数X ‖即是将变量 X 与如下的可能性分布相连： 

                  
6

0 . 2

5

0 . 4

4

0 . 6

3

0 . 8

2

1

1

1
X               (3-10) 

其中的项，以
3

0.8
为例说明，― 3 ‖符合模糊概念―小整数‖的程度为 0.8，同时

表示在― 是小整数X ‖的模糊约束下， 3取值为X 的可能度是 0.8。 

3.2.2 可能性测度和必要性测度 

定义 3-2 设 A是论域U 上的集合，X 是取值于U 的变量， X 是关于变量 X 的

可能性分布函数， AX   ，则命题― AX是 ‖的可能性测度  A 定义为如下式所示

的[0,1]区间内的一个数： 

                
 

    











为模糊集，若

为分明集若，

AuuSup

AuSup
A

XAUu

XAu



                     
        (3-11) 

其中，表示取小算子。若 A为分明集，  A 的值意为 X 的取值属于集合 A的可

能性。若 A为模糊集，  uA 为 A的隶属函数，  A 的值意为命题― AX是 ‖的可能

度。 

性质 3-1 设 A和 B 是论域U 上任意两个模糊子集，由模糊集的可能性测度定

义可得：  

                              BABA                      (3-12) 

相应地，概率论中对于论域U 上任意两个子集 A和 B ， BA 若存在，则有与

式（3-12）相并列的性质（可加性）： 

                                 BPAPBAP                   (3-13) 

当且仅当集合 A 和 B 互不相交（ BA ）时上式中的等号成立，即

    0uu BA  。 

性质 3-2 设 A和 B 是论域U 上任意两个模糊子集，类似可以得到关于两集合

交集的可能性测度的性质： 

                                  BABA                    (3-14) 

当且仅当 A和 B 互不相关（Noninteractive）时上式中的等号成立。 

同样，在概率论中有： 

                                 BPAPBAP                       (3-15) 
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当且仅当集合 A和 B 为分明集且互相独立时上式中的等号成立。 

下面给出概率测度与可能性测度的公理化定义[136]。 

定义 3-3 设概率空间为三元体  PFU ，， ，A和 B 是论域U 上任意两个互不相

交的子集，若 P 在 F 上满足如下三个性质： 

（1）正规： 1)( UP ； 

（2）非负： FAAP  ,0)( ； 

（3）有限可加： )()()( BPAPBAP  ， 

则称 P 为 F 上的概率测度。 

定义 3-4 设可能度空间为三元体  ，，FU ， A和 B 是论域U 上任意两个互

不相关的子集，若在 F 上满足如下三个性质： 

（1）正规： 1)(  U ， 0)(   ； 

（2）非负： FAA  ,0)( ； 

（3）模糊可加： )()()( BABA   ， 

则称为 F 上的可能性测度。 

概率论中以概率测度来描述不确定性，可能性理论中以可能性测度和必要性

测度这一对测度来描述不确定性。必要性测度  AN 定义如下： 

                             AAN ~-1                           (3-16) 

其中，  A~ 表示命题― AX   不是 ‖的可能性测度。接下来分别给出与定义 3-2 和

定义 3-4 相对应的必要性测度的定义[137]。 

定义 3-5 设 A是论域U 上的集合，X 是取值于U 的变量， X 是关于变量 X 的

可能性分布函数， AX   ，则命题― AX是 ‖的必要性测度  AN 定义如下： 

               
  

     











为模糊集若，

为分明集若，

AuuInf

AuInf
AN

XAUu

XAu

   -1

                  -1




        (3-17) 

其中，表示取大算子。 

定义 3-6 设可能度空间为三元体  ，，FU ， A和 B 是论域U 上任意两个互

不相关的子集，若 N 在F 上满足如下三个性质： 

（1）正规： 1)( UN ， 0)( N ； 

（2）非负： FAAN  ,0)( ； 

（3）模糊可加： )()()( BANBAN  ， 

则称为 F 上的必要性测度。 

显然，可能性测度和必要性测度是对偶的。 

性质 3      1~max  AA， ，      0~min ANAN ， 。 
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性质 4    ANA   

性质 5         1~1~  ANANAA ，  

性质 6 若   0AN ，则   1 A ；若   1 A ，则   0AN 。 

在概率论中，事件的概率 A能完全决定事件 A~ 的概率。而在可能性理论中，

A和 A~ 之间的关系很弱，一个事件的不确定性是由可能度和必要度两个要素来确

定的。 

3.2.3 可能可靠性函数和对偶可能可靠性函数 

可靠性理论中的可能可靠性函数和对偶可能可靠性函数的定义是建立在系统

的结构函数之上的，这一节首先介绍建立在单位区间[0,1]
n 和[0,1]上的系统结构函

数的定义，以及结构函数集上的序关系，进而介绍 截集与可能可靠性函数。 

定义 3-7
[72]

 假设 n 是≥1 的任意自然数，[0,1]
n
-[0,1]上的函数满足下列两个条

件： 

（1） 0)0,,0(  和 1)1,,1(  ； 

（2）          yxyxyx  
2

1, nLL  。 

则称为 n 维的结构函数。 

与定义 2-8 中定义在完备格上的结构函数不同的是，定义 3-7 给出的结构函数

是[0,1]
n
-[0,1]上的映射，定义域[0,1]

n 表征 n 个子系统的状态，值域[0,1]表征系统

状态。显然定义 2-8 对结构函数的定义更为广泛，而定义 3-7 定义的结构函数仅为

其一个分支。两个定义的不同仅在于定义域和值域的取值范围，相同的是对映射

的约束条件：两个定义的条件（1）同时表明，若 n 个子系统均处于失效状态，则

系统也失效；若 n 个子系统均处于完好工作状态，则系统也完好；定义中的条件

（2）同时表明，结构函数具有保序性。 

依照式（2-4），此时结构函数之间的序关系定义如下：假设 1 和 2 是[0,1]
n
 

-[0,1]上的两个结构函数，则： 

  )x()x([0,1]x  21
n

21  
 

下面介绍四个用于研究系统可靠性的函数： 截集、对偶 截集、可能可靠

性函数和对偶可能可靠性函数。 

结构函数的 截集   ,S 和对偶 截集   ,dS 分别定义为： 

   )x( and [0,1]xx),( nS
 

和 
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   )x( and [0,1]x|x),( ndS
 

其中， 是区间[0,1]中的任意元素。 

定义 3-8
[72]

 假设是一 n 维的结构函数，基于的可能可靠性函数 ),(   定

义为[0,1]-[0,1]上的函数： 

));,((:]1,0[]1,0[:),(  S 
 

基于的对偶可能可靠性函数 ),(  d 定义为[0,1]-[0,1]上的函数： 

)),((:]1,0[]1,0[:),(  dd S   

可能可靠性函数的意义在于， ))(,(   的值即是以为结构函数时，系统状

态不劣于水平状态 的可能性；同时， ))(,(  d 的值即是以为结构函数时，

系统状态不优于水平状态 的可能性。从而，多状态系统的可能可靠性分析便可

由此开展。 

3.3 多状态系统可能可靠性分析 

本节中对系统的可能可靠性分析是基于 Cappelle 和 Kerre 的工作[70,82]进行的。

在原有的可能可靠性函数定义中引入观测时刻这一变量，产生新的可能可靠性函

数的定义。随后结合系统状态与对应的最大可能剩余寿命之间的函数关系，利用

系统寿命的可能性分析使得观测时刻作为一个桥梁，完成对可能可靠性函数的分

析和计算。 

3.3.1 模型假设 

（1）在初始时刻 =0t 时系统处于完好状态。系统的可能状态是有序的，其状

态空间由单位区间 ]1,0[ 所描述。状态 1 表示系统完好，状态 0 表示系统完全失效。

状态值从 1 下降到 0 即是系统从完好状态 1 退化到完全失效的状态 0。 

（2）系统工作时间，定义为系统寿命，是系统状态从完好状态 1 劣化到完全

失效 0 的时间间隔。系统寿命要求越长，可能性则越低，即是说，系统寿命的可

能性分布随着寿命要求的增加呈下降趋势。图 3-1 是系统寿命的可能性分布一例，

从 1t 开始系统寿命的可能性不再为 1。可以得到，有这么一个时间点（图中的 1t 点），

表征着系统寿命在区间  1,0 t 内保有完全的可能性（也是最大可能性 1）。 

图 3-1 中，时刻点 1t 对应着保有完全可能性的最长系统寿命值。 1t 定义为最大

可能的系统寿命值（the Most Possible Value of System Lifetime）。随着系统的劣化，

系统剩余寿命的可能性分布也在发生变化。每一系统状态都对应于一个不同的剩
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余寿命的可能性分布，指定状态下的系统剩余寿命的可能性分布亦服从下降的趋

势。同时，每一状态都对应着一个保有完全可能性的最长系统剩余寿命（the Longest 

Residual System Lifetime under the Full Possibility），比如，状态 1（完好状态）所

对应的保有完全可能性的最长系统剩余寿命即是 1t （如图 3-1 所示）。事实上，由

于状态 1 表征着系统的完好状态，其对应的剩余寿命即是系统寿命。任一状态 对

应的最大可能剩余寿命（Corresponding Most Possible Residual Lifetime，简记为

MPRL）便定义为状态 对应的保有完全可能性的最长系统剩余寿命，用  mpt 表

示。图 3-1 中的 1t 可表示为  1mpt 。 

0

1

系统寿命时间

可
能

性

t 1

slT  

图 3-1 系统寿命的可能性分布-例 

（3）给定状态下的最大可能剩余寿命（MPRL）与观测时刻无关。这就是说，

给定状态下的最大可能剩余寿命只与系统所处状态有关，而与系统经历了多长时

间到达这一状态无关。一旦给定了系统状态，那么对应的最大可能剩余寿命也就

唯一地被确定下来。同时可以验证的是，系统寿命的可能性分布即是状态 1 对应

的最大可能剩余寿命的可能性分布。 

3.3.2 可能可靠性函数的再定义 

定义 3-8（ )),((:]1,0[]1,0[:),(  S  ）中，系统可能可靠性定义

为以为结构函数时，系统状态不劣于水平状态 的可能性。其中，给定的状态

被指定为检验系统是否可靠的标准——如果系统表征出不劣于 的状态则被认为

是可靠的；当系统无法达到给定的状态水平 时则被认为是不可靠的。在此基础

上，系统可能可靠性即是系统被认为是可靠的可能性。然而，在实际工程中，系

可
能
可
用
度
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统的状态集通常都是有限且离散的，很难得到系统状态的可能性分布，这便成为

应用可能可靠性理论的瓶颈。如果建立起系统状态与系统剩余寿命之间的函数关

系，再利用系统寿命的可能性分布，这一瓶颈即可弥补。 

基于此，观测时刻 imt 这一变量也被引入到可能可靠性函数的定义中，系统是

否可靠的标准成为系统在观测时刻 imt 表征出不劣于水平状态 ，系统可能可靠性

则定义为系统在观测时刻 imt 表征出不劣于水平状态 的可能性： 

                imim tentigated momat  investt     ,x,        (3-18) 

通过这一变量的引入，再建立系统状态与对应剩余寿命之间的函数关系，系

统可能可靠性的计算分析便能得以实现。 

3.3.3 系统状态与对应剩余寿命之间的关系 

根据 3.3.1 节中的模型假设（2），完好状态 1 对应的最大可能剩余寿命是  1mpt ，

同时完全失效状态 0 的剩余寿命是 0。图 3-2 是系统状态与对应的最大可能剩余寿

命的关系的一例，随着系统状态从完好状态 1 向完全失效状态 0 劣化，状态所对

应的剩余寿命也逐步的减小。一般来说，这样的函数关系是由经验数据和相关的

寿命预测模型所确定的。 

 

图 3-2 系统状态与对应的最大可能剩余寿命的关系 

3.3.4 系统可能可靠性的计算分析 

假定  immp tT 和 slT 分别表示给定观测时刻 imt 的最大可能剩余寿命和系统寿
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命，系统可能可靠性的计算可以由下面的等式推出： 

    

    
  
  





 

mpimsl

mpimsl

mpimmp

imim

ttT

ttT

ttT

tt










                 

                 

                 

    ,x, 时观测时刻

   

            (3-19) 

其中，第二个等式是根据系统状态与对应 MPRL 之间的函数关系得到的；最

后一个等式则是依据可能性测度的性质  i
Ii

i
Ii

AA 









sup 和系统寿命可能性递

减的性质得到的。 

从而，基于系统状态 和对应的最大可能剩余寿命  mpt 之间的函数关系，在

给定观测时刻 imt 和系统的状态水平 时，系统可能可靠性的计算便可由式（3-19）

实现。 

综上总结，给定系统的观测时刻 imt 和水平状态 ，按照下述三个步骤，便可

计算分析系统可能可靠性。 

第一步：利用系统状态与其 MPRL 之间的函数关系（如图 3-2 所例），得到给

定状态 下的最大可能剩余寿命  mpt 。 

第二步：观测时刻 imt 与  mpt 之和   immp tt  ，表征为给定条件下期望的系

统寿命。 

第三步：利用系统寿命的可能性分布（如图 3-1 所例），得到期望的系统寿命

  immp tt  所对应的可能性即为系统可能可靠性。 

因此，系统可能可靠性函数的计算迎刃而解。下一节主要讨论系统状态 和

观测时刻 imt 对系统可能可靠性分布的影响。 

3.4 系统状态 和观测时刻 imt 对系统可能可靠性分布的影响 

在系统可能可靠性函数的定义中，有两个变量：系统状态和观测时刻。如果

两个变量的函数值确定，那么系统的可能可靠性函数值也能够唯一的确定。而当

其中一个变量的函数值确定时，系统可能可靠性函数则成为另一变量的函数。 

3.4.1 给定系统的可靠水平状态 

在系统的可靠水平状态给定为 i 的情况下，系统可能可靠性函数重述如下： 
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  impimsl

imiim

ttT

tt
i












                 

    ,x 时观测时刻
，


            (3-20) 

鉴于系统的可靠水平状态 i 已为给定，根据系统状态与其 MPRL 的函数关系，

式（3-20）中的  impt  即是一常数， imt 即为式（3-20）中唯一的一个变量，给定

不同的系统可靠水平状态 i ，式（3-20）可做如下分解： 

（1）如果 0i ，则    imslim tTt
i









，
； 

（2）如果 10  i ，则     impimslim ttTt
i








 
，

； 

（3）如果 1i ，则     1 mpimslim ttTt
i









，
。 

从而，对于不同指定的系统可靠水平状态 i 会产生不同的系统可能可靠性函

数。假设 j 、 k 是两个不同的状态且有 kj   ，根据状态与剩余寿命之间的单调

递增关系可推得
kj

tt   ，图 3-3 描述了不同的指定可靠水平状态对系统可能可靠

性函数的影响。 

 

图 3-3 不同的指定可靠水平状态对系统可能可靠性函数的影响 

当选取一个较高的系统可靠水平状态时，系统的可能可靠性函数值会较选取

一个偏低的系统可靠水平状态下更低。事实上，系统可靠水平状态选取的越高，

系统则越难以得到那样的状态水平，在其他相同的情况下，系统可靠水平状态越

高，系统的可能可靠性函数值就越低。 

3.4.2 给定系统的观测时刻 
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类似于 3.4.1 节中的讨论，当给定系统的观测时刻 iT 时，系统可能可靠性函数

重述如下： 

               

    

  



mpisl

i

tTT

T
iT






                 

    ,x 时观测时刻
，



  
          (3-21) 

同样地，式（3-21）也可分解如下： 

（1）如果 0iT ，则     
mpsl tT

iT


，

； 

（2）如果  10 mpi tT  ，则     
mpisl tTT

iT


，

； 

（3）如果  1mpi tT   ，则       
mpmpsl ttT

iT




1
，

。 

此外，假设 kj TT  ，图 3-4 描述了系统不同的观测时刻对系统可能可靠性函数

的影响。 

 
图 3-4 系统不同的观测时刻对系统可能可靠性函数的影响 

与前一节类似，如系统观测时刻指定的较晚，则会引出较低的系统可能可靠

性函数值，因为观测时刻指定的越晚就越难达到指定的可靠水平。 

3.5 典型系统的可能可靠性分析 

本节将对串联系统、并联系统、串-并联系统、并-串联系统、冷贮备系统等典

型系统，应用可能性理论对其进行可靠性分析。 

3.5.1 串联系统的可能可靠性 
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对于由图 3-5 所示的 n 阶串联系统，设 x和  nii 1x 分别为系统状态和部件

状态，则有： 

x  x  nxxxmin 21 ，，，   

 

1x 2x nx

 

图 3-5 串联系统的逻辑框图 

        
    imim tt   x ，时刻  ,

 

           

  
      

 imi

n

i

imnimim

imn

t

ttt

t

，时刻

，时刻，时刻，时刻

，时刻，，，













x

xxx

xxxmin

1

21

21









 

上式说明，串联系统的可能可靠性小于所有部件可能可靠性的最低值。 

3.5.2 并联系统的可能可靠性 

对一个由图 3-6 所示的由 n 个部件构成的并联系统，x和  nii 1x 分别为系

统状态和部件状态，则系统状态的结构函数描述如下： 

x  x  nxxxmax 21 ，，，   

 

1x

2x

nx
 

图 3-6 并联系统的逻辑框图 

 

        
    imim tt   x ，时刻  ,

 

           

  
      

 imi

n

i

imnimim

imn

t

ttt

t

，时刻

，时刻，时刻，时刻

，时刻，，，













x

xxx

xxxmax

1

21

21









 

上式说明，并联系统的可能可靠性等于所有部件可能可靠性的最高值。 
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3.5.3 串并联混合系统的可能可靠性 

（1）串-并联系统 

如图 3-7 所示，系统由 m 个子系统串联而成，每个子系统都是由 n 个部件构

成的并联系统。 

11x

21x

n1x

12x

22x

n2x

1xm

2xm

mnx
 

图 3-7 串-并联系统的逻辑框图 

设 x和  njmiij  1 1x ， 分别为系统状态和部件状态，则系统状态的结构

函数是： 

x  x  

      mnmmnn xxxmaxxxxmaxxxxmaxmin 212222111211 ，，，，，，，，，，，，   

从而，串-并联系统的可能可靠性为： 

    imim tt   x ，时刻  ,
 

           

   

 

     
  

  

 
















































imij

n

j

m

i

iminii

m

i

immnmm

imnimn

im

mnmm

nn

t

t

t

tt

t

，时刻

，时刻，，，

，时刻，，，

，时刻，，，，时刻，，，

，时刻
，，，，

，，，，，，，，
























x

xxxmax

xxxmax

xxxmaxxxxmax

xxxmax

xxxmaxxxxmax
min

11

21
1

21

2222111211

21

2222111211

 

（2）并-串联系统 

如图 3-8 所示，系统由 m 个子系统并联而成，每个子系统都是由 n 个部件构

成的串联系统。 
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11x 21x
n1x

12x 22x
n2x

1xm 2xm mnx
 

图 3-8 并-串联系统的逻辑框图 

设 x和  njmiij  1 1x ， 分别为系统状态和部件状态，则系统状态的结构

函数为： 

x  x  

      mnmmnn xxxminxxxminxxxminmax 212222111211 ，，，，，，，，，，，，   

从而并-串联系统的可能可靠性为： 
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11
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1

21
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3.5.4 贮备系统的可能可靠性 

贮备系统是为了提高系统的可靠性，除了给原系统并联上一些部件外，还留

有备用部件的系统。贮备系统可分为冷贮备系统和温贮备系统两种。冷贮备系统

中的贮备部件在贮备期间不失效也不劣化；而温贮备系统是指贮备部件在贮备期

内也可能失效的系统。系统由 n个部件和一个转换开关组成。当 n个部件都正常时，

系统中一个部件处于工作状态，其余部件处于贮备状态。当工作部件发生故障，

贮备部件通过开关转为工作状态去替换故障部件；修理设备对故障部件进行修理。

贮备部件替换故障部件通过转换开关来实现，开关转换在瞬间完成。当所有部件

都发生故障时，系统失效。 
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1x

2x

nx
 

图 3-9 贮备系统的逻辑框图 

设 x和  nii 1x 分别为系统状态和部件状态，从结构函数的思想出发，贮备

系统的状态即是正在工作的部件状态，若所有部件均故障，则贮备系统处于故障

状态。同时，若部件仅有贮备、正常工作和故障三个状态，那么一旦部件发生故

障，贮备部件便通过开关转为工作状态去替换故障部件。于是，贮备系统中只要

存在处于非故障状态的部件，系统便处于工作状态。从这一分析和系统状态结构

函数的观点出发，可以推得此时贮备系统的结构函数如下： 

x  x  nxxxmax 21 ，，，   

由此可以推得，当部件仅有贮备、正常工作和故障三个状态，此时的贮备系统

结构函数与并联系统结构函数相同。 

3.6 数值算例 

在此算例中，部分数据选取自对 CF6-80C2A5 发动机机队的实证分析[138]。假

设发动机是研究的系统对象，状态 1 表征发动机完好工作的状态而状态 0 表征发

动机应被拆换的状态，那么，系统寿命即是发动机的在翼时间（Time to Wing, 

TOW）。发动机的拆换有多种原因，可能是发动机性能衰退、LLP（Life Limited Part）

剩余时间的限制，也可能会结合适航指令（Airworthiness Dictate，AD）或服务通

告（Service Bulletin，SB）。表 3-1 中给出了发动机在翼时间的可能性分布，图 3-10

为离散分布图。 

表 3-1 发动机在翼时间的可能性分布 

寿命    

        (h)
 8000,0 ]8500,8000( ]9000,8500( ]10000,9000( ]11000,10000(

 slT 1 0.9 0.7 0.5 0.3

slT

 

从表 3-1 中可以得出，发动机在拆换前保有完全可能性的最大工作时间为
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8000h。这表明，发动机的现有水平足以连续工作 8000h，可这并不能说明发动机

在拆换前一定可以连续工作 8000h 以上。同样地，对于可能性小于 1 所对应的系

统寿命区间，发动机完全有可能达到，只是发动机不保有完全的可能性达到某一

工作时间。 

采用 3.3.4 节中归纳的步骤，下一步是建立系统状态与其对应的最大可能剩余

寿命的关系。状态 1 对应的剩余寿命分布即是发动机在翼时间的可能性分布，每

一状态对应一个剩余寿命分布。首先，依据这 9 个发动机参数对状态进行分类：

截尾指示量、排气温度偏差、燃油消耗量偏差、高压转子转速偏差、滑油压力偏

差、低压转子振动值偏差、高压转子振动值偏差、起飞排气温度裕度、起飞外界

温度限制。图 3-2 所示的系统状态与其 MPRL 之间的关系，其大致的趋势如图 3-11

中虚线所示。 

 

发动机寿命时间

0 8 8.5 9 10 11

1

0.9

0.7

0.5

0.3

可
能

性

(*1000h)

 

图 3-10 发动机在翼时间的可能性分布 

发动机的状态是由单位区间[0,1]描述的。状态 1 表征发动机的所有参数都处于

很好的状态，发动机处于完好工作的状态。当大部分参数指标下降到较好的水平，

或者一些参数指标仍然处于很好的状态而一些参数指标所对应的情况已经开始劣

化，此时已经来到状态 0.8。当大部分参数指标都劣化到一定程度，划分为状态 0.6；

而状态 0.4 则表示发动机系统的几乎所有参数指标都下降到相当的一个程度，状态
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0 则对应着发动机应该拆换的状态。表中的这些数据是基于有限的实验数据和丰富

的专家经验采用线性模型得到的。 

表 3-2 系统状态对应 MPRL 

状态 1 0.8 0.6 0.4 0

MPRL           

         (h) 8000 5600 4000 2300 0
 mpt

 
 

系统状态

0 0.4 0.6 0.8 1

 (*1000h)

8

5.6

4

2.3



M
P

R
L

 

图 3-11 发动机状态与其 MPRL 的关系 

进而，从多个方面分析发动机在翼的可能可靠性函数： 

（1）假设取定可靠水平为在翼 5000h 后能保持状态 0.6，即   8000h1 mpt ，

5000himt ， 6.0 。从而， 

    
    

 

 

7.0                      

9000                      

40005000                      

6.05000                      

5000 ,6.0x5000,6.0











sl

sl

mpmp

im

T

T

tT

t当

 

这说明，系统以 0.7 的可能性达到在翼 5000h 后能保持状态 0.6 这一可靠水平。 

（2）指定可靠水平为在翼 2000h 后能保持状态 0.8，即   8000h1 mpt ，
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2000himt ， 8.0 ，从而， 

    
 

1                      

7600                      

8.02000 2000,8.0







T

tT mp

 

这个结果表明，系统保有完全的可能性达到给定的可靠水平，这是系统的能

力的反应，然而这并不能说明系统一定会达到这一可靠水平，系统只是完全能够

做到。 

（3）给定系统可靠的状态水平为 8.0 ，不同选择的观测时刻对系统可能可

靠性产生的变化如图 3-12 所示。 

        56008.0 ,8.0 8.0   imslmpimslimim tTttTtt   

 (*1000h)
0 4 4.5 5 6 7

可
能

可
靠

性

1

0.9

0.7

0.5

0.3

观测时刻 imt
 

图 3-12 不同的观测时刻对系统可能可靠性的影响 

（4）给定系统的观测时刻为 00h42imt ，系统可能可靠性为：  

       mpsl tT   4200 4200, 4200

 

不同选择的系统可靠状态水平对系统可能可靠性产生的变化列于表 3-3。
 

 

表 3-3 不同的系统可靠状态水平对系统可能可靠性的影响 
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状态 1 0.8 0.6 0.4 0

     可能可靠性
0 0.5 0.9 1 1

 4200,

 

由表 3-3 可以得出，发动机在翼 4200h 后，仍以完全的可能性保持状态 0.4。

如果选取可靠水平为发动机在翼 4200h 后可以保持状态 0.6，那么系统的可能可靠

性就降低到 0.9。 

本节中的数值算例说明： 

（1）给定可靠水平为某一指定观测时刻下保持某一特定水平状态，根据系统

的寿命可能性分布函数以及系统状态和对应剩余寿命之间的函数关系，可以计算

分析得到系统可能可靠性。 

（2）指定某一观测时刻或某一水平状态，系统可能可靠性便成为另一变量的

单调函数。若给定某一观测时刻，则随着状态水平选取的越高，系统可能可靠性

取值越低。对给定某一水平状态，则随着观测时刻的往后推移，使得系统可能可

靠性取值越低。因为不管是状态水平选取的越高，还是观测时刻的往后推移，结

果都是使得系统的可靠水平变高，更加不易于达到该可靠水平，所以都使得系统

可能可靠性取值变低。 

3.7 本章小结 

可能可靠性理论是建立在可能性理论上的可靠性理论。本章延续了 Cappelle

和 Kerre 提出的将多态系统与可能性理论相结合的可能可靠性理论，在提出的系统

可能可靠性函数的定义上引入新的变量，建立了系统状态与其对应的最大可能剩

余寿命之间的函数关系。在此基础上，将难以入手的系统状态可能性分析转化为

一定条件下对系统寿命可能性的分析。随后，对系统的可靠水平状态 和观测时

刻 imt 对系统可能可靠性的影响进行分析，得到了给定系统可靠水平和系统可能可

靠性的一系列关系，并为将其应用到实际工程中提供了基础。下一章将进一步考

虑可修系统，介绍部分故障影响可忽略或延迟的系统新模型，通过可能可靠性理

论计算分析系统的可能可用度等可靠性指标。 
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第四章 部分故障影响可忽略或延迟的可修系统可靠性分析 

4.1 引言 

每个系统都要完成规定的一个或多个功能，当系统不能完成至少一个规定功

能时，不需替换整个系统，只经过维修就可以达到顺利完成所有规定功能状态的

系统就是可修系统[139]。可修系统是可靠性数学的主要研究对象之一，也是系统可

靠性理论中讨论的一类重要系统，使可修系统保有高可靠性是研究可修系统的首

要任务[140]。很多学者已经对可修系统的可靠性做了大量研究，并建立了相应的模

型[141-145]。 

过去的有关可修系统模型的文献大多基于一个假设，那就是若系统发生故障，

则立即判断系统失效并进入维修状态[141-144]。然而在实际情况中，一些系统失效由

于修复时间短及失效类型的原因，对系统的正常运作几乎不产生影响，人们更倾

向于直接忽略掉或是延迟这一段维修时间。事实上，如果系统只是短暂的接受维

修而不影响正常工作时，可以认为系统在这段维修间隔期间亦是处于工作状态的，

也就是说，如果维修时间很短（在可接受的范围内），则可以忽略维修时间内的

系统失效，认为系统虽处于维修时间内，但仍在工作（称作可忽略失效，Failure 

Effect Omitted）；同时，如果维修时间超出可接受的范围，系统在给定的可接受

时间范围内无法完成维修，那就无法忽略系统的失效，只能视为系统在给定的可

接受时间范围内处于工作状态，而超出这个时间范围以后则处于维修状态，即是

视为将系统的失效延迟了给定的可接受时间（称作可延迟失效，Failure Effect 

Delayed）。 

近年来，有关学者研究了这类基于实际操作假设的可修系统。郑治华[145]首先

基于单部件可修系统提出可忽略失效的模型，假设系统短暂的故障维修不会引起

系统失效，对系统可用度进行分析。在此可修系统的部分故障影响可忽略的假设

下，李红霞[146]研究了串联可修系统，在部件寿命和维修时间服从指数分布的假设

下对系统的瞬时可用度和稳态可用度进行分析。吕佳[147]建立故障影响忽略的同分

布两部件并联可修系统，并得出若干可靠性数量指标的公式。郑治华[148]进一步对

同分布的 n 部件并联可修系统建立故障影响可忽略的模型。贾治宇等[149]以同样的

模型假设研究  Gnk 表决系统，在考虑可忽略失效的背景下研究系统的可靠性指
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标，得出系统可用度的描述。此外，文献[150]和[151]还分别针对单部件可维修系

统和串联可修系统提出并分析了可忽略或延迟失效的模型。 

本章第二节以两不同型部件并联马尔科夫系统为对象，给出原系统和考虑部

分故障可忽略的新系统的模型假设。以概率论和可靠性理论为依据，在原系统可

靠性指标的基础上对部分故障可忽略的两部件并联新系统进行可靠性分析，并给

出和证明可靠性指标的表达式。 

本章第三节将介绍单部件可修系统的原有模型假设，建立部分故障影响可忽

略或可延迟的单部件可修系统新模型，并对两个模型加以区分。进而运用可能性

理论对可忽略或可延迟失效的可修系统新模型展开可能可靠性分析。 

4.2 部分故障影响可忽略的并联可修系统可靠性分析 

本节基于维修理论的实际问题，建立一类由两个部件组成的马尔科夫并联可

修系统的模型，模型中该系统的主要特征是：当系统的某段故障维修时间很短（小

于给定的维修阈值），不至影响系统的正常工作，则可以认为这次故障对系统工作

没有影响，认为系统在维修时间内也处于工作状态。考虑维修阈值为常数和非负

随机变量两种情况，得到系统的瞬时可用度等可靠性指标。 

4.2.1 传统并联可修系统与可忽略失效的并联可修系统模型假设 

本小节将分别介绍两部件并联可修系统的原有模型假设和部分故障可忽略的

新模型假设，同时对其不同点加以分析。首先，介绍原有模型假设[152,153]： 

（1）系统由两个不同型部件并联而成，有一个修理设备。若一个部件发生故

障，修理设备立即进行维修，部件修复后立即进入工作状态；若一个故障部件未

修复时另一部件也发生故障，则后发生故障的部件处于待修状态，即先坏先修，

此时系统进入故障状态。 

（2）假设两个部件的寿命时间 1X ， 2X 分别服从参数为 i 的指数分布 )(tFi ，

部件故障后的维修时间 1Y ， 2Y 分别服从参数为 i 的指数分布 )(tGi ， 2,1i ，所有随

机变量都是相互独立的，即有： 
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        (4-1) 

（3）两个部件在初始时刻 t =0 都是新的，且维修部件可修复如新。 
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由模型的建立，可以得到原系统的五个不同状态，定义如下： 

状态 0：两部件都正常，此时系统处于工作状态； 

状态 1：部件一正常，部件二故障（即处于维修状态），此时系统处于工作状

态； 

状态 2：部件二正常，部件一故障（即处于维修状态），此时系统处于工作状

态； 

状态 3：部件一处于维修状态，部件二待修，此时系统处于故障状态； 

状态 4：部件二处于维修状态，部件一待修，此时系统处于故障状态。 

易得： 

 4,3,2,1,0E ，  2,1,0W ，  4,3F 。 

令 )(tX 表示时刻 t 原系统所处的状态，即 

















，系统处于故障状态部件一故障待修，部件二故障维修，在时刻

，系统处于故障状态部件二故障待修，部件一故障维修，在时刻

处于工作状态部件一故障维修，系统，部件二正常，在时刻

处于工作状态部件二故障维修，系统，部件一正常，在时刻

处于工作状态，两部件都正常，系统在时刻

     ,4
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t

t

t

t

t

tX  

由指数分布的无记忆性易知， 0),( ttX 是状态空间为 E 的齐次马尔科夫过

程。事实上，由于部件的寿命分布和修理时间分布是指数分布，时刻 t 以后系统发

生故障的概率规律完全由时刻 t 的系统状态决定，而与时刻 t 以前的历史无关。 

下面介绍原系统与部分故障影响可忽略的两部件并联系统（新系统）的主要

区别：当原系统进入故障状态时，维修设备正在对先发生故障的部件进行维修。

给定某一临界值 )0(  ，当维修时间比 短时，即对系统的修复在小于或等于 的

时间内完成，则新系统认为这段故障时间可以忽略，也即是新系统在这段时间内

处于工作状态，而在原系统中，系统在这段时间内是处于故障状态的。 

在原系统的基础上，新的两部件并联可修系统模型建立如下： 

（1）新系统由两个不同型部件并联而成，有一个修理设备。新系统在初始时

刻 0t 是新的；所有随机变量相互独立；先坏先修且每个故障部件可修复如新。 

（2）与原系统相同，两部件的寿命时间 1X ， 2X 分别服从参数为 i 的指数分

布 )(tFi ，部件故障后的维修时间 1Y ， 2Y 分别服从参数为 i 的指数分布 )(tGi 。此外，

 tQi 表示部件 i 等待维修时间的分布， 2,1i ，具体分布将在 4.2.2 节中分析介绍。 

（3）若原系统处于工作状态，新系统也处于工作状态。 

（4）若原系统处于故障状态且修复时间小于或等于给定维修临界值 时，新
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系统处于工作状态。 

（5）当原系统处于故障状态且修复时间大于给定临界值 时，新系统处于故

障状态。 

（6）临界值 的选取可以是某一给定常数，也可以是非负随机变量。假定若

为一非负随机变量时，则服从概率分布 )(H 。 

显然，当 0 时，新系统即为原系统；当  时，新系统永远都不会发生

故障。可以用图 4-1 来形象地展示原系统与新系统的区别。 



原系统

新系统

工作状态

故障状态

工作状态

故障状态

时间 t

时间 t

ss



 

图 4-1 原并联系统与部分故障可忽略的新系统之间的比较 

令 )(
~

tX 表示时刻 t 新系统所处的状态，则： 






，新系统处于故障状态在时刻

，新系统处于工作状态在时刻

t

t
tX

   ,1

   ,0
)(

~
 

易知，原系统的运行服从马尔可夫过程，具有马尔可夫性，而新系统则不再

具备这样的性质。在新系统中，由于部分故障可忽略的假设，时刻 t 以后系统的发

展规律与到达时刻 t 之前系统已工作了多长时间或已故障了多长时间相关，而不完

全由时刻 t 的系统状态所决定。新系统在时刻 t 后的发展与时刻 t 以前的历史有关，

于是马尔可夫性在新系统中不成立。 

4.2.2 部分故障可忽略的并联可修系统可靠性指标分析 

新系统的维修性指标是在原系统指标的基础上进行推导的，本节主要讨论系

统的瞬时可用度指标。设 )(tA 、 A分别表示原系统的瞬时可用度和稳态可用度，

)(
~

tA 、 A
~
分别表示新系统的瞬时可用度、稳态可用度， )(tAi 为考虑有修理延迟的
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部件 i（ 2,1i ）的瞬时可用度， )(1 tA ， )(2 tA 分别表示以单个部件一或部件二为

系统时的瞬时可用度。利用马尔可夫过程的方法，文献[152]研究并得到如下的可

靠性指标： 
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对于考虑有修理延迟的单部件 2,1ii， ，瞬时可用度 )(tAi 的拉普拉斯变换

)(* sAi
[154]

为： 

                          )(ˆ)(ˆ)(ˆ1
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式中， )(ˆ sFi 、 )(ˆ sGi 和 )(ˆ sQi 分别表示  tFi 、  tGi 和  tQi 的拉普拉斯-司蒂杰斯变换

（Laplace-Stieltjes form）。 

定理 4-1 假设取定维修时间临界值 i （ 2,1i ）为常数，新系统的瞬时可用度

)(
~

tA 为： 
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证明：由新系统模型的假设，根据瞬时可用度定义可知： 
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tPtA 新系统处于工作状态在时刻

 

由于模型假设原系统处于工作状态时，新系统也处于工作状态，故有： 
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于是，新系统瞬时可用度可以转化为： 

   4)(,0)(
~

3)(,0)(
~

)()(
~

 tXtXPtXtXPtAtA        (4-6) 

由此，要得到新系统瞬时可用度， 只需确定  3)(,0)(
~

 tXtXP 和

 4)(,0)(
~

 tXtXP 两项。式  3)(,0)(
~

 tXtXP 表示在时刻 t ，部件一维修、部件

二故障待修且部件一的维修时间不长于 1 的概率，由随机变量的独立性，可得： 



第四章 部分故障影响可忽略或延迟的可修系统可靠性分析 

 49 

 

 

1
0

2111221121

),min(

0

1
0

2222

),min(

0
111111

1

1

11

11

)()()( 

)()()(

),(),(

),(

  3)(,0)(
~

dsdsYsPstAstA

dsdsstAYsPstA

tPtP

tP

tXtXP

st

st

 

  



















部件二待修时刻修时间部件一维修，部件一维时刻

修，部件一维修时间部件一维修，部件二待时刻

 

(4-7) 

式中，第三个等式是考虑到部件一较部件二先故障，部件一在时间区间

),( 111 dsstst  内由工作状态转为故障维修状态，在部件一发生故障之后，部件

二在时间区间 ),( 222 dsstst  内由工作状态转为故障待修状态。由于

21 stst  ，故 12 ss  。 

从另外一个角度来说，部件二的故障待修时间等于部件一的维修时间减去部

件一二的故障时刻差，故而部件二的等待维修时间服从分布 )]([)( 2112 sstGtQ  。

同样地，若部件二先于部件一发生故障，即 12 stst  ， 21 ss  ，从而部件一的

等待维修时间服从分布 )]([)( 1221 sstGtQ  。于是可记部件 i 的等待维修时间服从

分布 )]([)( ijji sstGtQ  ， ji  ， 2,1, ji ， ij ss  。 

同时，  11 stA  表示部件一在时刻 1st  处于工作状态的概率，由于部件寿命

时间服从指数分布，所以 1 具有部件一失效率的意义。 111111 )()( dsYsPstA  

表示部件一在 ),( 111 dsstst  中由工作转为故障维修状态，且修理时间 1Y 介于

),( 11 s 之间的概率，也就是表征时刻 t 部件一在维修，且维修时间不超过给定的临

界值 1 。这样，由于 )()( 111111   YsPstA 与 2s 之间的独立性，便可以得到式

（4-7）中第四个等式。 

同理，由式（4-7），可以得到  4)(,0)(
~

 tXtXP 的数学表达式如下： 
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将式（4-7）和式（4-8）代入式（4-6），即可得到式（4-5）。证毕。 

定理 4-2 若 i 为非负随机变量，设 i 服从分布 )(iH ， 21，i ，则新系统的瞬

时可用度 )(
~

tA 为： 
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证明：由定理 4-1 中的分析可得： 
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同理可得： 
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最后，将  3)(,0)(
~

 tXtXP 和  4)(,0)(
~

 tXtXP 的表达式（4-10）和（4-11）

代入式（4-6），便得到定理 4-2 的证明。 

给定系统的维修时间临界值 i （ 2,1i ），依据临界值为常数和随机变量的不

同，新系统在时刻 t 的瞬时可用度 )(
~

tA 可分别由定理 4-1 和定理 4-2 结合部件的寿

命分布和修理时间分布得到。 

4.2.3 数值算例 

本节中将以两部件并联系统为对象，分别考察原系统和考虑部件故障可忽略

的新系统，得到系统稳态可用度。 

假设部件 1 和部件 2 的工作寿命分别服从参数为 1 和 2 的指数分布，维修时

间同时服从参数为的指数分布。设
1 0.05  ， 2 0.1  ， 5.021   ，原系统
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的稳态可用度和相关分布计算如下[152]： 

0.97A  
0.05

1( ) 1 tF t e 
 

0.1

2( ) 1 tF t e   

tetGtGtG 5.0
21 1)()()(   

)(5.05.0
1221

121)]([)(
sst eesstGtQ

   

)(5.05.0
2112

211)]([)(
sst eesstGtQ

   

此外，  tFi 、  tGi 和  tQi 的拉普拉斯-司蒂杰斯变换分别为： 

1 1

0

0.05ˆ ( ) ( )
1.05

stF s e dF t
s



 


 

2 2

0

0.1ˆ ( ) ( )
1.1

stF s e dF t
s



 
  

0

0.5ˆ ( ) ( )
1.5

st

i iG s e dG t
s



 
  

2 10.5( )

1 1

0

0.5ˆ ( ) ( )
1.5

s sstQ s e dQ t e
s



  
  

1 20.5( )

2 2

0

0.5ˆ ( ) ( )
1.5

s sstQ s e dQ t e
s



  
  

对于新系统，假设 1 i ，( 21，i )且 t ，由式（4-5）可得新系统的瞬时

可用度表达式如下： 

              

1 1

2 2

1

min( , )

'

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1

0 0

min( , )

'

1 2 1 1 2 2 2 2 2 1 2

0 0

1

'

1 1 1 2 2 2 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            ( ) ( ) ( )

1
         ( ) ( ) ( 1) ( )

200

            

t s

t s

s

A t A t A t s A t s P s Y ds ds

A t s A t s P s Y ds ds

A t A t s P s Y A t s ds ds





  

  

     

    

     

 

 

 

21

'

2 2 2 1 1 1 2

0 0

1
 ( ) ( 1) ( )
200

s

A t s P s Y A t s ds ds     

   (4-12) 

先计算 )(
'

tAi ，为此首先给出 '

1 ( )A t 和 )(
'

2 tA 的拉普拉斯变换，由式（4-4）可得： 

  

    2 1

1
*

1

1 1 1

2

2 0.5

1 ˆ(1 ( ))

( )
ˆ ˆˆ1 ( ) ( ) ( )

1 1.5
          

1.05 1.5 0.0125
s s

F s
sA s

F s G s Q s

s s

s s s e
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    1 2

2
*

2

2 2 2

2

2 0.5

1 ˆ(1 ( ))

( )
ˆ ˆˆ1 ( ) ( ) ( )

1 1.5
          

1.1 1.5 0.025
s s

F s
sA s

F s G s Q s

s s

s s s e







 


    
 

 

为了计算的简便，假设 21 ss  ，于是 )(
'

tAi 的拉普拉斯变换可以简化如下： 

                 

 
*

1

20 1
+1 21 21( )
1.05 +1.05

s
A s

s s s s
  



      

                    

 
*

1

10 1
+1 11 11( )

1.1 +1.1

s
A s

s s s s
  



  

                         

利用拉普拉斯的逆变换[155]，可得考虑维修延迟的部件 i 的瞬时可用度： 

                        

' 1.05

1

20 1
( )

21 21

tA t e                         (4-13) 

                        

' 1.1

2

10 1
( )

11 11

tA t e                          (4-14) 

随后即可算出： 

          
2

21 . 0 5' - 1 . 0 5

1 1 1 2

0

2 0 2 0
( ) - 1

2 1 4 4 1

s

stA t s d s s e e              (4-15) 

 
1

11.1' -1.1

2 2 2 1

0

10 10
( ) -1

11 121

s

stA t s ds s e e                (4-16) 

 

给定时刻 t，便可由 )(
~

tA 的显式表达式（4-12）得出新系统的瞬时可用度。同

时，当时刻 t 趋于无穷时，可以计算系统的稳态可用度： 

   

    

    

1

1 1 1 1

2

2 2 2 2

1

'1 1
2 2 2 1

1 1 1 10 0

1

'2 2
1 1 1 2

2 2 2 20 0

1
( )

200

1
             ( )

200

   0.972

lim

lim

s

t s s

t

s

t s s

t

A A e e e A t s ds ds

e e e A t s ds ds

   

   

 

   

 

   

    



    



 
      

  

 
     

  



 

    

                                                                         (4-17) 

从数值算例不难看出，新系统的可用度较原系统更高。从理论推导的角度出

发，这个结果可以从式（4-5）看出，等式（4-5）右边的后两项均是非负的。从工

程实际出发，对于可忽略部分失效的系统给出维修时间临界值 ，分析实际情况下

系统的可用度。 

 



第四章 部分故障影响可忽略或延迟的可修系统可靠性分析 

 53 

 

4.3 部分故障影响可忽略或延迟的可修系统可能可靠性分析 

本节将基于可能性理论对部分故障可忽略或可延迟的可修系统进行可能可靠

性分析。这类系统的特征可以描述如下： 

（1）如果系统故障的维修时间很短（在一个可接受的范围内），不足以对系

统的正常工作造成不可接受的影响，这样可以认为系统在维修时间期间也是处于

工作状态，即是乐观的对待系统失效，这样的系统称为可忽略失效的可修系统。 

（2）如果系统故障的维修时间长于可接受的范围，而最终影响了系统的正常

工作。这样的情况下，仍可以认为系统在开始维修到可接受时间内亦是处于工作

状态，称为可延迟失效的可修系统。 

基于以上两点对系统的特征描述，将建立相关的可修系统模型，分别假设可

接受时间点为常数和非负随机变量，基于可能性理论求得可忽略或延迟失效的可

修系统的瞬时可能可用度等可靠性指标。 

4.3.1 传统可修系统与可忽略或延迟失效的可修系统模型假设 

本小节将分别介绍单部件可维修系统的原有模型假设和可忽略或延迟失效的

新模型假设，同时对其不同点加以分析。首先介绍原有模型假设[152,153]： 

（1）系统仅由一个部件组成，具有一个修理设备。系统在初始时刻 =0 是新

的。 

（2）系统有两个可能状态：工作状态，维修状态。当部件发生故障时，修理

设备立即对其进行维修，且故障部件可修复如新。 

（3）假设系统寿命 ST 服从偏小型可能性分布  
ST St ，部件故障后的维修时间

RT 服从偏小型可能性分布  
RT Rt ，所有变量都是相互独立的。 

原系统共有两个不同状态，分别用 0、1 来表示。状态 0 表示系统处于维修状

态，状态 1 表示系统处于工作状态，因此，系统的状态空间为  1,0E ，工作状态

集为  1W  ，维修状态集为  0F  。令  tX 表示时刻 系统所处的状态，则 

 





系统处于维修状态时刻

系统处于工作状态时刻

t

t
tX

        0,

         ,1
 

于是，   0, ttX 表示系统的运行过程，且是状态空间为 E 的连续时间上的

齐次过程。对单部件系统来说，系统状态即是部件状态。在原系统（单部件可维

修系统）的基础上，确立一个维修时间的阈值  0 ，如果在 时间内完成对故
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障的维修，则考虑忽略此次维修对系统工作状态的影响；如果维修时间比 长，则

在  0, 维修时间间隔内考虑忽略对系统工作的影响，即延迟失效，系统的故障状

态从维修时间的阈值 持续到维修结束。由此建立新的模型（可忽略或延迟失效的

单部件可修系统），容易得出部分原系统处于故障状态时，新系统仍处于工作状态。

对于同样仅由一个部件组成，具有一个修理设备的单部件可修系统，在原系统的

基础上定义新系统如下： 

（1）系统在初始时刻 0t 是新的。 

（2）系统有两个可能状态：工作状态，维修状态。当部件发生故障时，修理

设备立即对其进行维修，且故障部件可修复如新。 

（3）假设系统寿命 ST 服从偏小型可能性分布  
ST u ，部件故障后的维修时间

RT 服从偏小型可能性分布  
RT u ，所有变量都是相互独立的。 

（4）若原系统处于工作状态，则新系统处于工作状态。 

（5）若原系统处于维修状态，且维修时间不超过给定的门限值 ，则新系统

处于工作状态。 

（6）若原系统处于维修状态，且维修时间大于给定的门限值 ，则新系统在

 0, 维修时间间隔内处于工作状态，在大于 的维修时间内处于维修状态。 

（7）  0 是给定的某一门限值（临界值、阈值），它可以是常数，也可以

是非负随机变量，假设 为非负随机变量时服从概率分布 ( )H  。 

容易看出，若 0 ，新系统便与原系统一样；若  ，新系统便永远不会

发生故障处于工作状态。图 4-2 表示原系统和新系统之间可能的一种状态变化。 

对于维修时间长于 的维修间隔，图 4-1 中认为新系统处于故障状态，而图

4-2 中认为前 时间内新系统依然处于工作状态。这是由于图 4-1 中反映的新系统

仅考虑部分故障可忽略，而图 4-2 中反映的新系统不仅考虑了部分故障可忽略，还

考虑了部分故障可延迟，于是才有图中显示的区别。 

令  tX
~

表示时刻 t 新系统所处的状态，则 

 





新系统处于维修状态时刻

新系统处于工作状态时刻

t

t
tX

        0,

         ,1~

 

于是，   0,
~

ttX 表示系统的运行过程，可以证明这是一个不具有无记忆性的

过程。事实上，给定新系统现在的状态，其未来的发展趋势不是独立于过去的发

展状态，而是密切相关的。以维修时间点  1 1   为例，原系统处于维修状态而

新系统处于工作状态。同时，新系统的未来状态与其经历了的维修时间有关，即

是与过去的发展状态有关，这便体现出过程发展的记忆性。 
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原系统

新系统

时间 t

时间 t

工作状态

维修状态

s s



工作状态

维修状态

 

图 4-2 原单部件系统与部分故障可忽略或延迟的新系统之间的比较 

4.3.2 部分故障影响可忽略或延迟的可修系统可能可靠性指标分析 

本小节将给出新系统的瞬时可能可用度的推导和证明。设  tA 和  tA

~
分别

表示原系统和新系统的瞬时可能可用度，则 

   
  1         



tX

ttA 处于工作状态原系统在时刻
            (4-18)

 
   

  1~
         

~





tX

ttA 处于工作状态新系统在时刻
            (4-19) 

4.3.2.1 节将对原系统的发展进程拆分成多个阶段进行分析，进而对原系统可

能可用度  tA 的数学表达式进行推导。接下来 4.3.2.2 节将分析原系统和新系统可

能可用度之间的关系，并在 4.3.2.1 节的理论基础上推导新系统可能可用度  tA

~
的

表达式。 

4.3.2.1 原系统可能可用度  tA 的数学表达式推导 

原系统可能可用度定义为原系统在时刻 t 处于工作状态的可能性（如式（4-18）

所示），原系统状态随时间的发展进程如图 4-3 所示，其中 isT _ 表示第 i 阶段的系统

寿命时间， _R iT 表示第 i 阶段的系统维修时间，记 _ _i S i R iZ T T  ，则 , 1,2,iZ i 

是一列独立同分布的变量。由故障部件可修复如新的假设可以得到，图 4-3 中的
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,, 21 ZZ 均为更新点。容易看出，若时刻 t 处于 isT _ 阶段，则原系统在时刻 t 处于

工作状态。 

原系统

时间 t

工作状态

维修状态

0

_1ST
_1RT _ 2ST _ 2RT

_ 3ST

1Z 2Z

 

图 4-3 原单部件系统状态的发展进程 

于是，事件   1X t  （原系统在时刻 t 处于工作状态）可以由如下一系列事件

的并来表达： 

        _1 1 1 _ 2 1 2 1 2 _3

_ 1

1 1

1

                    

S S S

i i

j j S i

j j

X t T t Z t Z T Z Z t Z Z T

Z t Z T 

 

          

 
   

 
 

(4-20) 

上式可以进一步简化如下： 

               

 _ 1 _ 1

1 11

i i

S j j S i

j ji

T t Z t Z T




 

 
    

 
              (4-21) 

故而从数值上，原系统的瞬时可能可用度即可由式（4-21）表达的事件发生的

可能性得到。根据 1 2iZ i ， ，， 各点的无记忆性，以及 Dubois 和 Prade 博士[156]

对事件条件可能性的定义（      A B A B B   ），令 min ，则有： 

   

    

 
 

 
 

1 1 _ 2 _ 2 1 1

_ 2 1 1 1

_ 2 1 1 1
0, 0,

,0

                               = min 0 , 0

                               = min sup , sup

                               = m

S S

S

S
u t u t

Z t Z T T t Z Z t

T t Z Z t Z t

T t Z Z u Z u
 

         

       

 
      

 

 
 

 
 _ 2 1

0, 0,

in sup , supS
u t u t

T t u Z u
 

 
     

 

  (4-22) 

类似地，可以得到： 

   

    

 
 

 
 

1 1

1 2 1 2 _3 _3 1 2 1 2

_3 1 2 1 2 1 2

_3 1 2
, ,

,0

                                      = min 0 , 0

                                      = min sup , sup

S S

S

S
u Z t u Z t

Z Z t Z Z T T t Z Z Z Z t

T t Z Z Z Z t Z Z t

T t u Z Z u
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 (4-23) 

 
1

1 1

1

_ 1 _ 1

1 1 1 1 1

_ 1

,

,

                                  

                                       = min sup , sup
i i

j j

j j

i i i i i

j j S i S i j j j

j j j j j

S i

u Z t u Z

Z t Z T T t Z Z Z t

T t u
 

 



 

    


 
  
 
 

   
            
   

  



    

1 1
,

i

j

j
t

Z u
  
 
 
 

 
   

   
  

  


  

           (4-24) 

由可能性测度的性质，可以比较式（4-22）-式（4-24）中最后一个表达式的

大小。观察式（4-22）和式（4-23）最后一项的区别，可以发现式（4-23）中变量

u 的取值范围较式（4-22）中更小，根据 ,2,1,_ iT is 同分布的性质，从而能够推

出如下序列呈递减趋势： 

   1 1 _2 1 2 1 2 _3 _ 1

1 1

, , ,
i i

S S j j S i

j j

Z t Z T Z Z t Z Z T Z t Z T 

 

 
              

 
   

于是，原系统可能可用度的表达式可以作如下转化： 

   

  

 

 

   

 

_1 _ 1

1 11

_1 _ 1

1 11

_1 1 1 _ 2

_1

( )= 1

         =

         =     

         =

         = min sup

i i

S j j S i

j ji

i i

S j j S i

j ji

S S

S
u

A t X t

T t Z t Z T

T t Z t Z T

T t Z t Z T

T t







 





 



 

   
      
   

   
       

   

     

  

 

 

 
   _ 2 1

0,

,S
t

T t u Z u
 

       
 

(4-25) 

由式（4-25）可以看出，给定变量的可能性分布，原系统的瞬时可能可用度即

可得到。 

同时，假定 0 0Z  ，事件   0tX （原系统在时刻 t 处于维修状态）类似可以

由一系列事件的并来表达： 
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_ 1 1 1 _ 2 1 2

1

_ 1

1 1

_ 1 1

0 00

0

                       

                

S S

i i

j S i j

j j

i i

j S j j

j ji

X t T t Z Z T t Z Z

Z T t Z

Z T t Z





 



 

 

       

 
   

 

 
    

 

 

 
    

 (4-26) 

式（4-26）中所描述的事件即时刻 t 处于各个 iRT _ 阶段的事件并  1 2i  ，， ，

其中，将时刻 t 分别处于前三个 iRT _ 阶段的可能性转化如下： 

                     _ 1 1 _ 1 1,S ST t Z T t Z t     

()

           (4-27) 

()  

                1 _ 2 1 2 _ 2 1 2 1,S SZ T t Z Z T t Z Z t Z            (4-28) 

 

    
1

_ 1 _ 1 1

1 1 1 1

,
i i i i

j S i j S i j i j

j j j j

Z T t Z T t Z Z t Z


  

   

   
          

   
     (4-29) 

由于 _ ,  1,2,S iT i  和 ,  1,2,iZ i  分别是独立同分布的变量序列，根据式

（4-27）-式（4-29）可以推出序列  _1 1ST t Z   ，  1 _ 2 1 2SZ T t Z Z     ， 呈

递减趋势。于是，可以得到与式（4-25）平行的结论： 

                    

  

 

 

 

_ 1 1

0 00

_ 1

1 10

_1 1

_1 1

 0

         =

         =          

         =

         = ,

i i

j S j j

j ji

i i

j j S i

j ji

S

S

X t

Z T t Z

Z t Z T

T t Z

T t Z t



 

 





 

 

   
     
   

   
     
   

  

  

 

        (4-30) 

按 3.2.2 节中所描述，可能性测度不具有概率测度的有限可加性，其对应的性

质反应出事件发生的可能性等于构成该事件的各个事件发生可能性的最大值[157]。

结合可能性测度的正规性，可以得到关于    0X t  和    1X t  的一些有趣

的性质。由于系统要么处于工作状态，要么处于维修状态，所以事件   0X t  和

事件   1X t  并起来即构成整个域，于是有： 

             11010  tXtXtXtX   

也就是说，给定某一时刻 t，    0X t  和    1X t  中至少有一个取值

为 1。更具体地表达，如果原系统在时刻 t 的可能可用度不为 1，则该系统在时刻
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t 处于维修状态的可能性等于 1；反之，如果原系统在时刻 t 处于维修状态的可能

性不为 1，则该系统在时刻 t 的可能可用度等于 1。 

4.3.2.2 新系统可能可用度  tA

~
的数学表达式推导 

根据 4.3.1 节中―若原系统处于工作状态，则新系统处于工作状态‖的假设，新

系统的瞬时可能可用度可以推导如下： 

          

   

  

        
      
       

      

t h e  n e w  s y s t e m  i s  o p e r a t i n g  a t  t i m e  

          1

          1, 0 1, 1

          1, 0 1

          1, 0 1

          1, 0

A t t

X t

X t X t X t X t

X t X t X t

X t X t X t

X t X t A t





 

  

            

         

     

          

(4-31) 

由式（4-31），只需求出     1, 0X t X t   便可推导出新系统可能可用度

 tA

~
的数学表达式。     1, 0X t X t   表示时刻 t 原系统处于维修状态而新系

统处于工作状态的可能性。基于 4.3.1 节中的模型假设，原系统处于维修状态而新

系统处于工作状态这一事件须分为两部分来分析： 

（1）原系统在时刻 t 处于维修状态，且维修时间不超过给定门限值 。 

（2）原系统在时刻 t 处于维修状态且维修所需时间较给定的门限值 更长，

但直至时刻 t，维修时间不超过门限值 。 

接下来，将分别以门限值 取非负常数和非负随机变量两种情况对新系统可能

可用度进行分析。 

（1） 取非负常数 

假设取定维修时间门限值 为一非负常数，显然可以比较给定时刻 t 与该门限

值 之间的大小关系。 

当 t  时，易得： 

       1, 0 0X t X t X t    
 

当 t  时，结合图 4-4 中对原系统处于维修状态而新系统处于工作状态的两

种情形的直观描述，可以得到： 
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10

0

10

0

1, 0

    min 1, ,

    min 1,

R R R

R

X t X t

A t s w t s T s T T ds

A t s w t s T ds





 



  

 
            

 

 
     

 





   

其中，  10w t 表示时刻 t 原系统从状态 1 转移到状态 0 的隶属函数。 



原系统

新系统

时刻 t

时刻 t

工作状态

维修状态

工作状态

维修状态

N N 



s s

 

图 4-4 时刻 t 原系统处于维修状态而新系统处于工作状态的情形 

综上，当维修时间门限值 取非负常数时，可以推出新系统瞬时可能可用度的

表达式如下： 

          

        

    

     10

0

1, 0

0                                      

         
( )        

A t X t X t A t

X t A t t

A t A t s w t s N ds t







 



 

    

   


 
     




  (4-32) 

（2） 取非负随机变量 

假设维修时间门限值 为服从概率分布 ( )H  的随机变量，易得： 
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min( , )

10
0

0

10

0 0

10

0 0

1, 0 ( ) , ( )

    ( ) 0 ( ) ( ) ( )

    ( ) 0 ( ) ( ) ( )

t

R R R

t

R

t

t

R

X t X t A t s w s T s T T dsdH

X t dH A t s w t s T dsdH

X t H t A t s w t s T dsdH









  

 











             

       

       

 

  

 
 

(4-33) 

其中，最后一个等式是由 

 ( ) 1 ( ) ( )
t

dH P t H t H t  


     
 

得到的。同样，可以根据 

        1, 0A t X t X t A t    
 

和式（4-25）中对  tA 的描述给出新系统可能可用度  tA

~
的数学表达式。此处是

简单的代入，不再冗述。 

4.3.3 数值算例 

本节将以数值算例来比较原系统和新系统的瞬时可能可靠性指标。基于维修

部件可修复如新的假设， ,2,1,_ iT is 和 ,2,1,_ iT iR 分别是独立同分布的变量

序列。可以用 sT 记 ,2,1,_ iT is 中的任一变量，以 RT 记 ,2,1,_ iT iR 中的任一变

量。同样地，假设 S RZ T T  ，则 Z 表示 ,  1,2,iZ i  中的任一变量。 

假设系统寿命时间 sT 服从参数为 1 100dayt  的偏小型可能性分布  
ST St ，部

件故障后的维修时间 RT 服从参数为 2 1dayt  的偏小型可能性分布  
RT Rt ：

 

                  

1

1
1

1

1                                             

1
exp                 

2
S

S

T S S
S

t t

t t t
t t

t






     
   
   

        (4-34) 

                  

2

2
2

2

1                                            

1
exp                 

2
R

R

T R R
R

t t

t t t
t t

t






     
   
   

        (4-35) 
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由式（4-35）和式（4-36）， 1t 是系统寿命时间变量 ST 的可能性分布对应的最大

可能的系统寿命值， 2t 是系统维修时间变量 RT 的可能性分布对应的最大可能的维

修时间。根据变量 sT 和 RT 之间的独立性和联合可能性分布的性质，可以得到变量 Z

的可能性分布如下： 

              

       

    

,

                           min ,

,
S R S R

S R

S R
S R

T T S RT T
t t

T S T R
t t

Z
z

z

z t t

t

z

t

 

 


 



  

  
 

         (4-36) 

下面详细给出原系统瞬时可能可用度  tA 的计算过程。 

对于式（4-25）中所表达的原系统可能可用度，对时刻 t 分四个阶段进行讨论： 

（1）若 1[0, ]t t ，由式（4-25）最后一个等式易得： 

   1 1S ST t T t      

于是， ( )=1A t 。 

（2）若 1 1 2( , ]t t t t  ，由  0,u t 可以推出 u 的取值范围  1 2
0,u t t  。同时，

条件 1St t 可以推得   1
ST St  ；条件

2R
t t 可以推得   1

RT Rt  。于是有： 
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(4-37) 

事实上，式（4-37）中最后一个等式的得到是由于当 u 和 t 的取值满足条件

1t u t  时，系统在时刻 t ( 1 1 2( , ]t t t t  )的可能可用度为 1。 

（3）若 1 2 1 2( ,2 ]t t t t t   ，需对 u 的取值分两部分讨论： 

ⅰ) 当  1 20,tu t 时， 
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 (4-38) 

式（4-38）中最后一个等式是由于时刻 t 的上界被限制在 1 22t t ，否则，等式

 1 2 1ST t t t     是不成立的。 

ⅱ）当 1 2 ,u t t t  时， 

a）如果 1 2,S Rt t t t  ，则有   1
ST St  和   1

RT Rt  成立，同时显然可以得到

      min ,
S R RT S T R T Rt t t   。于是有： 
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(4-39) 

b）如果 2 1,R St t t t  ，依据式（4-38）类似可以得到： 

 


      

      

 

1 2
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                                                               (4-40) 

（4）若 1 2(2 ,t t t   ，与（3）中对 1 2 1 2( ,2 ]t t t t t   的讨论类似，同样需对

u 的取值分两部分讨论： 
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ⅰ) 当  1 20,tu t 时， 
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(4-41) 

ⅱ） 当 1 2 ,u t t t  时， 

a）如果 1 2,S Rt t t t  ，则有： 
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(4-42) 

b）如果 2 1,R St t t t  ，则有： 
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(4-43) 

综上，当 1 2[0,2 ]t t t  时， ( )=1A t ；当 1 2(2 ,t t t   时，有： 
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 (4-44) 

结合式（4-34）和式（4-35），上式可以进一步简化如下： 
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 (4-45) 

式（4-45）中最后一个等式是由 1 2t t 得到的。 

综上所述，数值算例中原系统的瞬时可能可用度可以表达如下： 
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(4-46) 

至此，结束了对原系统瞬时可能可靠度的计算。 

在本节的数值算例中，取定维修门限值 为 2day，同时假定状态转移隶属函

数是由式（4-47）表达的偏大型隶属函数，即： 

                    
 

1 2

1 210
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[0,2 ]

(2 , )

1

    

                  

t t

t t

t

w t

t

t

 

  

 




 



          
   (4-47) 

实际上，由式（4-46）可以看出，当 1 2[0,2 ]t t t  时系统处于工作状态的可能

性为 1，也就是说在这一时间间隔之内系统从工作状态转移到维修状态的可能性很

小；当 1 2 (2 , )t t t   时系统的可能可用度在下降，此时系统发生状态转移的可能

性则较大。 

由 4.3.2.2 节中对取定维修门限值 为非负常数时新系统瞬时可能可靠性指标

的推导式（4-32），可以得到如下的结果： 
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                                                                     (4-48) 

根据原系统和新系统可能可用度的计算式（4-46）和式（4-48），两个系统的

可能可用度随时间的变化如图 4-5 所示。 

  

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

时间   t ( day)

可
能

可
用

度

 

 
原系统

新系统

 

图 4-5 原系统与新系统可能可用度的比较 

通过图 4-5 可以直观地观察到新系统的可能可用度较原系统的可能可用度更
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高，这是由于新系统中忽略或延迟了部分失效，从而放宽了对系统可能可用度的

要求，得到与原系统相比更高的可能可用度数值。同时看到当 1 2 2t t t  时，新系

统处于工作状态的可能性为 1，也就是说，在 1 2[0,2 ]t t t  的时间间隔内，新系统

完全具备一直处于工作状态的能力。 

4.4 本章小结 

本章基于系统维修中可能涉及的实际情况，分别介绍了部分故障可忽略的两

部件并联可修系统和部分故障可忽略或延迟的单部件可修系统模型。 

对于部分故障可忽略的两部件并联可修马尔可夫系统，假设小于维修时间门

限值的维修不影响系统工作，利用概率论和可靠性理论分析系统的瞬时可用度，

并以数值算例比较原系统和新系统的差异。 

对于部分故障可忽略或延迟的单部件可修系统，给定维修时间的门限值，如

果故障的维修时间短于该门限值，则称此次维修不影响系统的正常工作，即可忽

略失效；如果故障的维修时间长于该门限值，则认为系统从开始维修到达到维修

门限值的时间区间内处于工作状态，从在维修时间大于门限值后才处于维修状态，

即延迟失效。由于认知不确定性在实际工程中的大量存在，在可能性理论的基础

上讨论了可忽略或延迟失效的单部件可修系统的可能可用度。 

本章仅仅从理论上以简单的结构系统为对象进行讨论，今后的工作将围绕实

际工程需要的系统模型和其他的可靠性指标来开展。
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第五章 多状态系统在完备格框架下的可靠性分析 

5.1 引言 

单调关联系统中任意一个部件失效不会使系统可靠性得到改善，同时单调关

联系统中不存在对其可靠性不起作用的部件。从 20 世纪 50 年代末，许多作者对

两状态单调关联系统进行详细研究，这方面的重要结果总结在 Barlow 和 Proschan

的著作[158,159]中。但现实情况中，两状态的假设不适于对复杂系统和部件的状态进

行描述，因此有关专家学者开展了对多状态系统理论的研究[85-102]。 

多状态可靠性理论中的大多数工作都假设系统和部件的状态集是全序集，即

系统（部件）的各个状态能够依照其相应的功能水平的下降排成一个序列。这一

假设能够描述一些系统和部件的状态特征，而对于一些存在多种失效类型的系统

和部件，不同的失效类型可能会使系统（部件）状态之间无法排序，此时全序集

便无法描述系统状态的这一不可比性。以图 5-1 所示的音响系统结构为例[160]。一

个音响系统可以看做是由三个子系统串联而成的：子系统 1 和子系统 3 是并联结

构，子系统 2 是单部件结构。系统的失效定义为音响装置无法流畅的通过信号来

源发出声响。一个扬声器失效、无线电信号不稳定或 CD 播放器故障等等都会导致

系统功能水平的下降。若扬声器 A 和 B 都发生故障（子系统 3），则系统故障；若

功放发生故障（子系统 2），则系统故障；若调谐器、CD 播放器和卡式磁带同时出

现故障（子系统 1），则系统故障。分别考察扬声器 A 发生故障，其他部件均完好

时的系统；CD 播放器发生故障，其他部件均完好时的系统，两种系统相对于完好

的系统均有所劣化，但由于故障类型的不同，故障类型的无法比较，难以比较这

两种系统的优劣。 

子系统1 子系统2 子系统3

调谐器

CD 播放器

卡式磁带

功放

扬声器 A

扬声器B

a b

 

图 5-1 音响系统的结构框图 
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由于系统（部件）状态之间可能存在的不可比性导致全序集对实际系统状态

集无法进行完善的描述，Yu 等[99]假设系统（部件）状态集为偏序集，给出一般多

状态单调关联系统的定义，并对其结构性质和随机性质进行分析。本章采用 Yu 的

研究思路，将系统状态集以门限状态集为界划分为两部分，以单部件系统、串联

系统、并联系统和表决系统等几类典型系统为对象，对完备格框架下的多状态系

统分别基于概率论和可能性理论进行可靠性分析，得出系统可靠性和系统可能可

靠性的表达式。与文献[99]的不同之处在于对系统（部件）状态集的假设：文献[99]

中假设系统（部件）的状态在偏序集中取值，本章中假设系统（部件）状态集为

完备格。 

本章的结构安排如下： 

5.2节将介绍完备格的定义和性质并在此基础上阐述以完备格描述系统（部件）

状态集的必要性；5.3 节将用最小路集和最小割集对状态集为完备格的系统进行描

述；5.4 节将对完备格描述系统状态集的单部件、串联、并联和表决系统，分别基

于概率论和可能性理论开展系统可靠性分析和系统可能可靠性分析；5.5 节以分布

式处理系统为例，给出部件和系统状态集均以完备格进行描述的系统假设，在系

统状态结构函数的基础上对系统可能可靠性进行界定。 

5.2 完备格的定义和性质 

第二章中定义 2-7 已经给出完备格的定义，任意非空子集都有上确界和下确界

的格称为完备格。下面介绍完备格的一些基本性质[121]。 

定义 5-1 设 S 是完备格  ,L 的子格，若对 S 的每一个非空子集 T 都有

STST  ， ，则称 S 是 L 的闭子格。 

显然有，一个完备格的非空闭子格作为子偏序集仍是一个完备格。并且，一

个格不一定是完备格，完备格的子格也不一定是闭子格。 

下面介绍集合上的闭包运算。 

定义 5-2 闭包运算定义在集合 P 上的子集 X 上的算子： XX  ，且满足： 

（1）递增： XX  ； 

（2）幂等： XX  ； 

（3）单调：若 YX  ，则 YX  。 

在此闭包运算下，若有 XX  ，则称 X 是闭集。 

定理 5-1 在给定闭包运算下，全体闭子集对于集合包含关系成为一个完备格，
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其下确界即是集合的交。 

定理 5-2 设 P 是有泛界 I （单位元）的偏序集，且 P 的任意非空子集有下确

界，则 P 是完备格。 

推论 5-1 设P 是有泛界O（零元）的偏序集，且 P 的任意非空子集有上确界，

则 P 是完备格。 

定理 5-3 设  ,L 是完备格，S 是 L 的非空子集，且对任意 SX  ，X 在 L 内

的下确界（上确界）属于 S ，则 S 是完备格。 

定义 5-3 设 A是偏序集  ,P 是一个子集，若 A在 P 内至少有一个上界和一个

下界，则称 A是 P 的一个有界子集。 

定义 5-4 格叫做一个条件备格，如果它的每一个非空有界子集都有上确界和

下确界。 

易知，完备格一定是条件备格，而反之不成立。由条件备格的定义，可以得

到如下的一些简单性质： 

（1） 非空条件备格的任意非空有界子集有下确界； 

（2） 非空条件备格的任意非空有界子集有上确界。 

事实上，条件备格与备格的唯一差别就在于它们泛界的存在性。 

定理 5-4 设P 是偏序集，且满足任意非空有下界的子集一定有下确界，则在 P

中添加泛界 IO， 可得完备格 P 。 

推论 5-2 设 L是有泛界 OI， 的格，则 L 是完备格 L 是条件备格。 

实际上，一个完备格去掉泛界 OI， 以后，剩下的子集不一定是条件备格，甚

至不一定是格。 

由完备格的定义和性质可以看出，完备格是一种特殊的偏序集，完备格中的

任意非空子集都有上确界和下确界，显然也一定有泛界：零元和单位元。这在可

靠性理论中，体现为系统存在最优和最劣的状态，这正是系统工程中存在的实际

情况。文献[99]中系统（部件）状态集为偏序集的假设具有广泛的适用性，它几乎

能描述任何单调关联性质的实际系统。也正是由于偏序集对系统（部件）状态集

模拟的灵活性和通用性，随着系统结构的复杂性提高会给运算带来诸多不便。由

于实际工程中构成系统的部件个数都是有限的，且系统最优状态（完好）和最劣

状态（完全失效）可以唯一确定，引入完备格描述系统状态集，既能体现系统状

态之间可能存在的不可比性，也能为理论上研究系统可靠性较之系统状态集为偏

序集的情况减少工作量。 
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5.3 系统的最小路集和最小割集的描述 

从工程上讲，一个最小路集是部件的最小集合，这些部件正常时系统就正常；

一个最小割集是部件的最小集合，这些部件失效时系统就失效。以完备格对系统

状态集进行描述，需要考虑状态之间可能存在的不可比性。首先定义系统和部件

的状态集，在此基础上，给出系统最小路集和最小割集的描述[161]。 

定义 5-5 假设系统由 n 个部件组成，部件和系统的状态集合分别以完备格

 ,iE 、  ,S ，  ni ,1 来刻划。 

     nieeeeEE iM
iiiiii ,1,,,,,:, 210    

   MssssSS ,,,,:, 210    

其中，各个集合都有唯一的最大元 M
M
i se i , 和最小元 0

0 , sei 。事实上，最大元表示部

件和系统完好的状态，最小元表示部件和系统完全失效的状态。同时集合中各个

元素之间的关系为偏序关系，定义如下： 

设 yx, 是取自部件状态乘积集空间 i

n

i

E
1

的任意两个元素，  nxxx ，，， 21x ，
 

 nyyy ，，， 21y ，则 000    1 iiii yxiyxni  ，，且，，， yx 。事实上，

i

n

i

E
1

内的最大元是  nM
n

MMM eeee ,,, 21

21  ，最小元是  00
2

0
1

0 ,,, neeee  。 

定义 5-6 假设 n 是≥1 的任意自然数， SEi

n

i


1

上的函数满足下列条件： 

（1）可达性：   li

n

i
l sESs 



xx 使得，
1

 

（2）正则性： 0
00

2
0
1 ),,,( seee n  和 M

M
n

MM
seee n ),,,( 21

21   

（3）单调性：       yxyxyx   










i

n

i

E
1

,  

（4）关联性：对  ni ,1 ，      xxx ，，，使得
iii

M
ii

n

i

eeE i 0

1

  


 

则称为多状态单调关联系统的结构函数。 

由于部件和系统的状态集合    SniEi ，,1 均有最大元和最小元，易知结构函

数 SEi

n

i


1

 ： 的对偶结构函数存在，定义如下： 

定义 5-7 设  D 是 



















D
D

D
D
i

n

i

SE    
1

，， 上的映射，且对任意 D
i

n

i

E
1

中的元素

D
x ，有    xx  DD ，则称  D 是结构函数   的对偶结构函数。 
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定理 5-5 若是满足定义 5-6 条件中的多状态单调关联系统的结构函数，则  

的对偶结构函数  D 同样是多状态单调关联系统的结构函数。 

定义 5-8 对于 Ss j  ，若状态向量 x满足： 

 

 

















i

n

i
j

i

n

i
j

Es

Es

1

1

 

，  

yxyx

xx

，，

，









 

则称状态向量 x为 js 水平最小路向量。记 jsj sP 为 水平最小路向量的集合。 

定义 5-9 对于 Ssk  ，若状态向量 x满足： 
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i

n

i
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，  

yxyy

xx
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则称状态向量 x为 ks 水平最小割向量。记 ksk sK 为 水平最小割向量的集合。 

引入两函数 

 




 


其他，

，当，
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     1
 

sj
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i
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sj

P
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xxx
x


 

 




 


其他，

，当，

   1

     0
 sk

i
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i
ski
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K
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x


 

可推得结构函数最小路、割表示式如下： 

定理 5-6 设   为多状态单调关联系统的结构函数，则对 i

n

i

E
1

x ， 
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对于   的对偶结构函数  D ，有如下性质： 

定理 5-7 设为多状态单调关联系统的结构函数，则对 i

n

i

E
1

x ，x为 的最

小路（割）向量 D 为D
x 的最小割（路）向量。 
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5.4 以完备格描述多状态系统状态集的系统可靠性分析 

由于系统状态集  ,S 为完备格，其各个状态之间为偏序关系，于是系统可能

有多种方式从完好状态劣化至完全失效状态。记   SsS
TttT 


为各条失效路径

中系统工作的门限状态的集合，由于这一集合中的元素取自每一条失效路径，故

而对于所有可能的系统状态，存在 TS 中的元素可以与之比较优劣。即是说，若对

于系统状态 js ， Tt Ss  使得 tj ss  ，则系统处于工作状态；若对于系统状态 ls ，

Tt Ss   使得 tl ss  ，则系统处于失效状态。基于 TS 这一系统门限状态集，系统

状态被划分为两部分[99]： 

（1）门限状态集的上集合      tjjt
Tt

t ssssBsB  


  ： ； 

（2）门限状态集的下集合      tjjt
Tt

t ssssWsW  


  ： 。 

系统的可能可靠性即为系统状态在门限状态集的上集合内的可能性。 

5.4.1 完备格系统状态集的单部件系统可靠性分析 

对于单部件系统，假设系统有 1M 个可能状态，记系统状态空间为  ,S ：

 MssssS ,,,, 210  ， 对 于 系 统 不 同 的 失 效 路 径 有 1t 个 门 限 状 态 ，
 

 tT ssssS ,,,, 210  表示系统的门限状态集。 

（1）系统可靠性为系统状态优于门限状态之一的概率： 
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Tt tj
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Ssss
j

Ss ss
j
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tjj
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Ss
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sssP

sBPsBssP
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       (5-1) 

（2）系统可能可靠性为系统状态优于门限状态之一的可能性： 
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        (5-2) 

5.4.2 完备格系统状态集的串联系统可能可靠性分析 

假设系统由 n个不同型的部件串联而成，部件 i 有 1iM 个可能状态，有 1it

个门限状态，记部件 i 的状态空间为    iM
iiiiii eeeeEE ,,,,:, 210   ，部件 i 的门限状

态集为  
iitiiiTi eeeeE ,,,, 210  ，  ni ,1 。于是依照 5.4.1 节的结果，部件 i 的可靠

性为： 
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         (5-3) 

部件 i 的可能可靠性为： 
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         (5-4) 

易知，系统的结构函数为     iii

n

i
n ExExxx 



，，，，，
1

21min xx  。 

（1）串联系统可靠性计算如下：  

 
 

 
 
























TittjTit Eeee
j

niEe
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ni
ePeBeeP

，


,1,1
min min

      

  (5-5) 

（2）串联系统可能可靠性计算如下： 

                    
 

 
 

 




















t
EeniEe

tjj
ni

eeBee
TitTit

,1,1
min min 

       

   (5-6) 

5.4.3 完备格描述系统状态集的并联系统可能可靠性分析 

假设系统由 n个不同型的部件并联而成，部件 i 有 1iM 个可能状态，有 1it

个门限状态，记部件 i 的状态空间为    iM
iiiiii eeeeEE ,,,,:, 210   ，部件 i 的门限状
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态 集 为  
iitiiiTi eeeeE ,,,, 210  ，  ni ,1 。 易 知 ， 系 统 的 结 构 函 数 为

    iii

n

i
n ExExxx 



，，，，，
1

21max xx  。依照式（5-5）和式（5-6），可以类

似给出并联系统可靠性分析如下： 

（1）并联系统可靠性：  

 
 

 
 



























TittjTit Eeee
j

niEe
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，


,1,1
max max

       

 (5-7) 

（2）并联系统可能可靠性： 
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eeBee
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,1,1
max max 

       

  (5-8) 

5.4.4 完备格描述系统状态集的  Gnk 表决系统可能可靠性分析 

假设系统由 n个同型部件组成，当 k 个或 k 个以上部件正常工作时系统正常工

作  nk 1 ，当有 1- kn 个部件故障时，系统故障。易知，当 1k ，  Gn1 系统

就是 n个部件的并联系统；当 nk  ，  Gnn 系统就是 n个部件的串联系统。 

设部件 i 有 1M 个可能状态，有 1t 个门限状态，记部件的状态空间为

   MeeeeEE ,,,,:, 210   ，部件的门限状态集为  tT eeeeE ,,,, 210  ，  ni ,1 。

由概率测度的正规性可得部件状态劣于门限状态的概率为： 
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  (5-9) 

部件状态劣于门限状态的可能性为： 
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(5-10) 

（1）  Gnk 表决系统可靠性为系统中至少有 k 个部件状态优于门限状态之一

且余下部件状态劣于门限状态之一的概率： 
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   (5-11)

 

（2）  Gnk 表决系统可靠性为系统中至少有 k 个部件状态优于门限状态之一
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且余下部件状态劣于门限状态之一的可能性： 
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，

，

态之一个部件状态劣于门限状余下

态之一个部件状态优于门限状系统中至少有

劣于门限状态之一余下部件状态

态之一，个部件状态优于门限状系统中至少有

      

(5-12) 

5.5 数值算例 

以文献[99]中所列分布式处理系统为例，对多状态分布式处理系统在完备格框

架下的可靠性进行分析。首先给出本文算例中分布式处理系统的假设： 

（1）分布式处理系统执行的作业可以分为两类，一类是仅需一个本地处理单

元执行的本地作业，另一类是至少需要三个节点参与执行的分布式作业。  

（2）系统是由四个处理节点和若干通信链路以 Torus 拓扑结构构成。 

（3）各个链路均完好且不会故障失效。 

（4）每一节点包括一个处理单元（Processing Element，简记为 PE）和一个通

信控制器（Communication Controller，简记为 CC）。由于同一节点中的处理单元和

通信控制器处在同一本地操作环境之下，它们之间是 s-相关的[162]，不能简单的将

一个节点分成两个部件来讨论，于是假设每一个节点即是系统的一个多状态的部

件。 

（5）系统的行为特征由多状态集合进行描述。 

下面分析部件（处理节点）的失效模式。 

每一处理节点由一个处理单元和一个通信控制器构成，同一节点下的处理单

元和通信控制器之间 s-相关，但它们之间的失效不相关。由处理节点的结构可以

定义节点的四个状态： 

状态 4
ie ：处理单元和通信控制器正常工作，处理节点处于完好状态。 

状态 3
ie ：处理单元故障，通信控制器正常工作，处理节点能够完成一些常规

性或通信作业。 



第五章 多状态系统在完备格框架下的可靠性分析 

 77 

状态 2
ie ：通信控制器故障，处理单元正常工作，处理节点能够完成本地作业，

但无法完成分布式作业。 

状态 1
ie ：处理单元和通信控制器均故障。 

通过对处理节点状态的定义，节点功能效用的劣化顺序可由图 5-2 表示。同时，

对于分布式处理系统中的四个节点，其状态空间分别为  4321
iiiii eeeeE ，，， ，

4 ,3 ,2 ,1i 。分析部件的四个状态，状态 3
ie 和状态 2

ie 之间无法比较其优劣，状态 4
ie

是部件状态集 iE 的上确界，状态 1
ie 是部件状态集 iE 的下确界。部件状态集 iE 依偏

序关系构成一个完备格。 

4
ie

3
ie

2
ie

1
ie

 

图 5-2 处理节点各状态的功能效用劣化图示 

对于由四个处理节点构成的分布式处理系统，其效用由处理能力（Processing 

Capacity）和通讯网络状态（Communication Network Condition）两个参数决定。

处理能力取决于正常工作的处理单元个数；通讯网络状态由通信控制器的状态所

决定。从而，处理能力可依正常工作的处理单元个数 0-4 进行描述，通讯网络状态

分为三种情况： 

（1）完好（perfect，p）：所有四个节点均完好连接； 

（2）好（good，g）：三个工作节点正常连接； 

（3）坏（bad，b）：至多有两个节点正常连接。 

分布式处理系统状态可由表 5-1 进行指派。 

表 5-1 分布式处理系统状态对应图 

PE

CC

State

4 3 2 1 0

p g b p g b

567   sss 344   sss 2s 1s 0s

 

例如，系统状态 4s 表示分布式处理系统拥有对三个节点的处理能力，从而能够

完成分布式作业。于是，分布式处理系统状态集  
7

0
= i i

S s

，系统中各状态之间的序

关系由图 5-3 所描述。经过分析可以不难推出，系统状态集 S 依偏序关系构成一
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个完备格。 

7s

6s

4s

5s

3s

2s 1s 0s
 

图 5-3 分布式处理系统状态的序关系 

由此，表征部件状态与系统状态之间函数关系的结构函数定义如下： 

7

6

5

4

3

2

1

0

s

s

s

s

s

s

s

s











 








，系统处于完好状态

，各个处理单元均正常工作，一个通信控制器故障

，各个处理单元均正常工作，两个通信控制器故障

，一个处理单元故障且同一节点下的通信控制器可能也故障，

   其他三个节点均正常

，一个处理单元故障，且至少有一个其他节点下的通信控制器故障

，两个处理单元故障

，三个处理单元故障

，各个处理单元均故障

 

设分布式处理系统处于工作状态当且仅当系统能够完成分布式作业，于是系

统中的门限状态集为 4 6s s， ，从而由式（5-1）可得系统可靠性为： 

       4 6 7+ +
t T

j j t
s S

P s s B s P s P s P s


 
  

 

     

      

(5-13) 

令  jie 为节点 i 的状态 j

ie 的可能性，  js 为系统状态 js 的可能性。由式

（5-2）可得系统可能可靠性为： 

       4 6 7
t T

j j t
s S

s s B s s s s


 
     
 

         

(5-14)

 
文献[99]中已给出概率方法下系统可靠性的计算。基于可能性理论，给出系统

可能可靠性的计算。依据处理节点各状态的功能效用劣化图 5-2 可对节点 i 的状态

  4,3,2,1je j
i ， 对应的可能性  jie 做如下比较： 

                               134
iii eee                       (5-15) 

                               124
iii eee                       (5-16) 

首先对系统门限状态集中元素的可能性进行分析。状态 4s 表征分布式处理系

统中一个处理单元（PE）故障且同一节点下的通信控制器（CC）可能也故障，余

下三个节点均正常工作。 
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 4

134

13444

4

          

          

          

          

          

          

44321

i

iii

iiiii

e

eee

eeeee

CCPECCPE

CCPECCPE

CCPECCPE

PEs















正常故障，故障故障，三个节点正常工作

正常故障，故障故障，三个节点正常工作

正常故障，故障故障，三个节点正常工作

故障下一个节点三个节点正常工作，余





 

上式中倒数第二个等式是由于构成分布式处理系统的四个节点由完全相同的

处理单元和通信控制器组成，各个节点均服从相同的分布。最后一个等式由式

（5-15）和式（5-16）得到。 

状态 6s 表征分布式处理系统中各个处理单元（PE）均正常工作，一个通信控

制器（CC）故障的状态。状态 7s 表征系统各个节点均处于完好状态。 

   
    
   

       
 4

2444

6

          

          

          

          

4321

i

iiii

e

eeee

CCPE

CCPE

CCPEs











故障正常，三个节点正常工作

故障正常，三个节点正常工作

故障正常，下一个节点三个节点正常工作，余



 

   

         44444

7

4321
         iiiii eeeee

s



 四个节点均正常工作
 

由于  4s 、  6s 、  7s 有共同的上界  4
ie ，从而根据式（5-14），可利用

系统门限状态集中状态的可能性对系统可能可靠性进行界定。 

       4 6 7
t T

j j t
s S

s s B s s s s


 
     
 

 4
ie  

事实上，分布式处理系统要求三个节点的处理能力，即要求三个节点处于工

作状态，状态 4
ie 表征处理节点处于工作状态。由于可能性测度的性质，分布式处

理系统的可能可靠性便简化为以节点状态 4
ie 的可能性为界定。 

假设对于处理节点各状态的可能度有如下数据： 

  11  ie ，   0.952  ie ，   0.93  ie ，   0.84  ie  

于是，要求三个节点参与执行分布式作业的分布式处理系统可能可靠性的上界为

0.8. 
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5.6 本章小结 

本章假设系统和部件状态空间为建立在偏序关系上的完备格，以描述状态之

间可能出现的不可比性质。与偏序集不同的是，以完备格描述状态集的系统结构

函数一定存在对偶结构函数。同时，对以完备格描述多状态系统状态集的串联系

统、并联系统和表决系统等典型系统分别基于概率论和可能性理论进行系统可靠

性分析和系统可能可靠性分析，得出系统可靠性和可能可靠性的表达式，为进一

步对偏序关系上的多状态单调关联系统提供理论基础。以分布式处理系统为例，

设系统中处理节点的状态集由完备格进行描述，得到同样以完备格进行描述的分

布式处理系统的状态集。在可能性理论的基础上对分布式处理系统的可能可靠性

进行分析和界定。
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第六章 结 论 

随着人类社会的迅猛发展和科学技术的不断进步，知识系统不断丰富和完善，

人类认识能力不断提高，产品不断更新，现代系统和制造设备也日趋复杂和先进。

传统的用于处理不确定性问题的概率论难以描述由于信息的缺失和知识的匮乏所

产生的认知不确定性。可能性理论以可能性测度和必要性测度这一组测度来完成

对认知不确定性的描述，它的提出和发展为处理工程中的认知不确定性提供了方

法。同时，考虑到系统状态之间可能存在的不可比性，提出以完备格来描述系统

状态集，不再假设系统各个状态能够依照其相应功能水平的下降排成一个序列。

本文基于可能性理论和格论深入地开展了认知不确定性下系统可靠性分析的工

作。 

6.1 本文的主要贡献 

针对系统可靠性理论发展中存在的亟待解决的难题和挑战，本文以解决认知

不确定性和表达系统状态不可比性两个问题为出发点，基于可能性理论和格论对

系统可靠性分析进行了研究，其主要内容有： 

（1）将凸子格的概念引入可靠性理论研究中，获取了结构函数等价类的凸子

格上下界集及其上下限。假设系统状态集为完备格，在 Cappelle 和 Kerre 博士提出

的同余关系的基础上引入凸子格的概念进行系统可能可靠性分析，给出结构函数

上的等价类，得到等价类上的上下界集均为凸子格，推出结构函数集的一些重要

边界，讨论相关的定义和性质在理论和实际工程中的应用，将理论与实际相结合，

为工程中得到满足条件的更好的系统结构提供了理论基础。 

（2）基于可能性理论对多状态系统进行了可能可靠性分析，提供了系统可能

可靠性的计算方法。由于系统状态的离散性，使得系统状态可能性分布难以获取，

从而导致由Cappelle和Kerre博士提出的将多状态结构函数理论和可能性理论相结

合的系统可能可靠性分析停留在初级阶段。本文延续了 Cappelle 和 Kerre 博士的工

作，定义最大可能剩余寿命来表征系统状态与剩余寿命之间的内在函数关系，在

他们提出的系统可能可靠性函数的定义中引入系统状态变化的观测时刻这一联系

系统状态与其对应的最大可能剩余寿命之间函数关系的变量，将难以入手的系统
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状态可能性分析转化为一定条件下对系统寿命可能性的分析，从而得到系统可能

可靠性的计算方法。同时，对系统的可靠水平状态和观测时刻对系统可能可靠性

的影响进行分析，完善了对系统可能可靠性理论的研究。 

（3）介绍部分故障影响可忽略或可延迟的模型，开展对部分故障影响可忽略

的两部件并联可维修系统可靠性分析以及部分故障可忽略或延迟的单部件可维修

系统的可能可靠性分析。在对并联可维修马尔可夫系统开展讨论时仅考虑部分故

障影响可忽略的情形，基于两部件并联可修的原有系统建立部分故障影响可忽略

的新系统模型，并利用概率论和可靠性理论计算新系统的可靠性指标。对单部件

可维修系统不仅考虑了部分故障影响可忽略，还考虑了部分故障影响可延迟的情

形，利用可能性理论对新系统进行分析，得到了系统的瞬时可能可用度，以推进

可能性理论在可靠性理论中的发展和应用。 

（4）提出用完备格来描述系统状态集，并对几类典型系统开展了系统可靠性

分析。由于实际工程中的具体情况，致使全序集对实际系统状态集的描述不够完

善，提出用偏序关系上的完备格这一代数系统来模拟多状态系统状态集。同时考

虑到工程实际中的随机不确定性和认知不确定性，分别从概率论和可能性理论出

发，展开对以完备格描述多状态系统状态集的典型系统的可靠性分析，得到系统

可靠性和可能可靠性的表达式，为进一步对偏序关系上的多状态单调关联系统分

析提供了理论基础。 

6.2 下一步工作的展望 

本文对Cappelle和Kerre博士提出的将多状态结构函数理论和可能性理论相结

合的系统可能可靠性分析展开了进一步的研究，对反映部件状态和系统状态之间

函数关系的结构函数通过已有信息加以界定，对多状态系统进行可能可靠性分析

和计算，引入部分故障影响可忽略或可延迟的模型拓展可能可靠性理论，用完备

格完善对系统状态的表达，对系统可靠性进行研究，从而实现可能性理论和格论

相结合的可靠性分析。在此基础上，今后将继续围绕系统中存在的不确定性和系

统状态不可比性两个问题开展进一步的研究： 

（1）为部分故障影响可忽略或可延迟的复杂可修系统提供可靠性分析和计算

方法。本文仅开展了部分故障可忽略的两部件并联可修系统的可靠性分析和部分

故障可忽略或可延迟的单部件可修系统可能可靠性分析。在实际工程中系统结构

纷繁复杂，单部件系统和两部件并联系统往往无法对系统的结构特征进行描述，
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这就需要基于部分故障可忽略或可延迟的假设对复杂可修系统进行可靠性分析。 

（2）利用完备格的性质对多状态系统在完备格框架下的可靠性分析进行进一

步简化和探索。完备格具有任意非空子集都有上确界和下确界的性质，依据这一

性质并结合可能性测度的次可加性，基于本文中推导的系统可能可靠性表达式给

出系统可能可靠性的上下界，从而拓展可能性理论和格论在可靠性理论中的应用

研究。 

（3）针对随机不确定性和认知不确定性同时存在的实际情况，结合概率论和

可能性理论对完备格框架下的多状态系统进行可靠性分析和计算。本文主要结合

可能性理论和格论对系统可能可靠性进行分析，在针对不确定性的讨论中着重研

究了认知不确定性而弱化了随机不确定性的客观存在。事实上，这两类不确定性

同时大量存在于工程实际中，有必要在假设系统和部件状态集为建立在偏序关系

上的完备格的条件下开展对随机不确定性和认知不确定性同时存在下的系统可靠

性进行分析。 

（4）结合实际工程问题、企业需要解决的产品问题进行应用验证工作。本文

整体偏重理论研究，后续的研究中考虑将可能性理论和格论相结合的系统可靠性

分析方法应用到工程实际问题，进一步对复杂结构系统进行研究，结合具体工程

实例推广应用基于可能性理论和格论的多状态系统可靠性理论方法。 
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