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摘要 
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摘 要 

随着航空航天、深海探测、轨道交通等现代工业技术的飞速发展，机械系统日

趋大型化、精细化和复杂化。许多工程机械和武器装备的服役环境极其恶劣，加之

各种不确定性因素的影响，导致各种故障频发，造成了许多灾难性的事故。良好的

可靠性是保证系统发挥其应有功能的基础，然而，为节约成本或满足其它性能要求，

还需对其进行轻量化设计，如汽车、高铁、飞机、卫星等。为同时满足高可靠、长

寿命以及轻量化设计等要求，可靠性优化设计被越来越多地应用于复杂机械系统。

复杂机械系统的可靠性优化设计需要解决几个关键问题：1）多源混合不确定性量

化；2）复杂载荷作用下高精度可靠性评估；3）多状态系统可靠性评估；4）高效

率的可靠性优化设计。基于传统应力-强度干涉理论建立的可靠性模型不能考虑机

械系统在服役过程中载荷的作用历程，再加上机械系统在整个寿命周期内会受到

较多不确定性因素的影响，已有的可靠性分析方法不再适用，研究新的动态可靠性

分析方法迫在眉睫。因此，本文针对这几个关键问题，分别对复杂载荷下的动态可

靠性模型、混合不确定性下的可靠性分析方法、考虑相关性的多态系统模糊可靠性

分析方法以及混合不确定性下的可靠性优化设计进行研究，以期对现有的动态可

靠性模型及分析方法进行扩展和完善，为机械系统在服役期间内安全可靠运行、预

防事故发生和降低成本提供理论基础和信息支撑。 

本文的主要研究内容和创新成果包括以下几个方面： 

（1）提出复杂载荷及强度退化下的系统可靠性分析方法。本文考虑机械系统

服役过程中冲击载荷、强度退化对其性能的综合影响，研究复杂载荷及强度退化下

的系统动态可靠性模型与分析方法，提出考虑强度退化和冲击载荷作用的动态可

靠性模型，并基于高斯-勒让德积分公式进行动态可靠度的相关计算，通过与蒙特

卡洛仿真法的对比验证所提模型的有效性和精确性。 

（2）提出基于熵值不变的系统可靠性分析方法。在机械系统的设计过程中，

受信息不全、数据不足以及其它不确定性因素的影响，往往较难获得某些变量的分

布参数，而将其用模糊变量或区间变量进行描述。对于变量类型单一的模糊系统，

其可靠性相关问题相对简单，可用水平截集、随机有限元等方法进行解决。在工程

实际中，只存在单一类型变量的情况较少，不同类型变量混合的情况较多，因此，

需对多种类型变量混合下的可靠性分析方法进行更深入的研究。本文基于熵理论，

提出一种等价转换的方法，将模糊变量转化为正态随机变量，并结合鞍点近似法研

究混合不确定性下的系统可靠性分析方法。 
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（3）提出考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法。随着机械系统的大型

化、复杂化及多功能化，某一零部件或子系统的失效通常仅引起系统性能的逐渐下

降，而不会导致整个机械系统的失效，使系统性能呈现多态性。另一方面，在工程

实际中，由于信息不全、数据不足或条件限制等，致使不能明确系统的性能水平，

而仅能给出一个大概的范围。因此，对复杂机械系统的可靠性分析可视为多态系统

的模糊可靠性分析。此外，组成系统的各个零部件或子系统之间往往相互关联，基

于此，本文在模糊通用生成函数基础之上，引入系统主元件与其它元件间的主从关

系，提出考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法。 

（4）提出模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计方法。目前，已有学

者对混合不确定性下的可靠性优化设计进行研究，并得到了行之有效的处理方法，

但针对模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计方法研究甚少，尚缺乏有效

的处理手段。本文基于熵值不变的等效转换方法，将模糊变量和区间变量混合下的

可靠性优化设计转变成随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计，结合最坏

情况理论，提出模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计新方法。 

 

关键词：动态可靠性，多态系统，模糊熵，强度退化，可靠性优化设计 
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ABSTRACT 

With the rapid development of modern industrial technologies such as aerospace, 

deep-sea exploration and rail transit, mechanical products are becoming more and more 

huge, precise and complicated day by day. Many engineering machinery and weapons are 

subjected to extremely severe service environment, in addition to the effects of various 

uncertainties, which results in frequent breakdowns and has caused a lot of catastrophic 

accidents. High reliability is the basis for ensuring that the product can performs its proper 

function. In order to save costs or meet other performance requirements, lightweight 

designs for vehicles, high-speed trains, aeroplanes and satellites are also needed. To meet 

the design requirements of high reliability, long life and lightweight, reliability 

optimization design has increasingly applied to complex mechanical products. Several 

key problems need to be solved in the reliability optimization design of complex 

mechanical products, including 1) multisource mixed uncertainty quantification; 2) high 

precision reliability evaluation under complex loading; 3) reliability evaluation for multi-

state systems; 4) efficient reliability optimization design. Reliability models established 

on the traditional stress-strength interference theory do not consider the effect of loading 

on mechanical products in the service, in addition, mechanical products are affected by 

many uncertainties during the whole life cycle, the existing methods of reliability analysis 

are no longer applicable, research on new dynamic reliability analysis method is urgent. 

Thus, in view of these key issues, this dissertation studies the dynamic reliability model 

under complex loading, the reliability analysis methods under mixed uncertainties, the 

fuzzy reliability analysis method for multi-state systems considering the correlation, and 

the reliability optimization design method under the mixed variables, respectively, to 

extend and improve the existing dynamic reliability models and analysis methods, and 

provide theoretical foundation and information support for the safety and reliability of 

mechanical system or mechanical products during the service, preventing accidents and 

reducing cost. 

The main research contents and innovations of this dissertation are listed as follows: 

(1) Development of a system reliability analysis method under the effects of complex 

load and strength degradation. This dissertation takes the comprehensive effects of shock 

load and strength degradation into consideration, studies the system dynamic reliability 
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model and analysis method under complex load and strength degradation, and sets up a 

dynamic reliability model considering complex load and strength degradation. Gauss-

Legendre integral formula is used for the calculation of dynamic reliability, the validity 

and accuracy are verified with Monte Carlo simulation. 

(2) Development of a system reliability analysis method based on entropy invariance. 

In the design process of mechanical products or systems, affected by incomplete 

information, insufficient data, and other uncertainties, it is often difficult to even cannot 

obtain the distribution types and distribution parameters of certain variables, but set them 

as fuzzy variables or interval variables. For reliability issues that only contain fuzzy 

variables, well-developed methods such as level cut sets, stochastic finite element can be 

used. In practical engineering, there are few cases where only fuzzy variable is present, 

and the opposite is often a mixture of variables. Thus, it is necessary to study the 

reliability analysis methods under mixed variables. This dissertation proposes an 

equivalent conversion method based on the theory of entropy, which can convert the fuzzy 

random variables to the normal random variables, and studies the system reliability 

analysis method under mixed uncertainties combined with saddlepoint approximation. 

(3) Development of a fuzzy reliability analysis method for multi-state systems 

considering the correlation. With the large dimension, complication and multi-function of 

mechanical products, the fault of a certain part or subsystem usually does not lead to the 

failure of the whole mechanical products, but results in a decline in the performance of 

the products gradually, and presents polymorphism. On the other hand, in practical 

engineering, due to the limitations of conditions, insufficient data, or incomplete 

information, etc., people sometimes can only give rough ranges for the performance levels 

of the system and the corresponding probabilities. In addition, there is usually a 

connection between the components or subsystems that make up the system. This 

dissertation adds the correlation to fuzzy universal generating function, and proposes a 

new fuzzy reliability analysis method for multi-state systems considering the correlation. 

(4) Development of a reliability optimization design method under the mixture of 

fuzzy and interval variables. At present, scholars have done some research works on 

optimization design under the mixed uncertainties, and obtained some effective methods, 

but there is little research on reliability optimization design method under the mixture of 

fuzzy variables and interval variables, and lack effective treatment methods. In this 

dissertation, reliability optimization design under fuzzy variables and interval variables 
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is converted to reliability optimization design under random variables and interval 

variables based on entropy invariability, and a new reliability optimization design method 

is proposed under the mixture of fuzzy variables and interval variables. 

 

Keywords: dynamic reliability, multi-state system (MSS), fuzzy entropy, strength 

degradation, reliability optimization design 
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XII 

eqX      等价正态随机变量的标准差 

nX       模糊变量 X 的名义随机变量 

fR       结构模糊可靠度 

best

s


     最好情况下的鞍点 

worst

s


     最坏情况下的鞍点 

J       截面转动惯量 

jk       元件 j 的状态数 

jg       元件 j 的性能水平集合 

jig       元件 j 在状态 i 下的性能水平 

ig       系统在状态 i 下的性能水平 

 jip t      元件 j 在 t 时刻处于性能水平 jig 的概率 

K       最大状态数 

d       模糊要求 

iR       多态系统在状态 i 下模糊可靠度 

R       多态系统模糊可靠度 

X       设计变量向量 

xμ       设计变量向量均值 

Pr       概率 

 g X      极限状态函数 

 fX x      联合概率密度函数 


u       展开点 

 g  u      展开点梯度 

R

MPPu      给定可靠度下的设计验算点 

u       向量u的长度 

       可靠性指标 

        标准正态分布累积函数 

iR       第 i 个可靠度要求 

eq
X       等价正态随机变量向量 

F       活塞所受模糊推力 

E       模糊弹性模量 

s       模糊屈服强度 

k       滑动摩擦系数 

eqF       等价推力 
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XIII 

eqE       等价弹性模量 

eq

s       等价屈服强度 

       密度 

L       杆长 

iN       各杆件受到的轴向力 

i       各杆件受到的应力 

W       十杆桁架的总重量 

iS       各杆横截面积 

 

 

SSI      应力-强度干涉（Stress-Strength Interference） 

MCS     蒙特卡洛仿真（Monte Carlo Simulation） 

IMCS     区间蒙特卡洛仿真（Interval Monte Carlo Simulation） 

SPA      鞍点近似（Saddlepoint Approximation） 

p-box     概率盒（Probability Box） 

MSS     多状态系统（Multi-State System） 

FUGF     模糊通用生成函数（Fuzzy Universal Generating Function） 

 



第一章 绪论 

1 

第一章 绪 论 

1.1 研究背景及意义 

可靠性是衡量机械产品质量特性的重要指标之一，已贯穿到机械零部件、复杂

机械装备、大型基础设施全寿命周期内的各个阶段，包括设计、制造、试验、使用、

维修保养等[1]。准确评估大型复杂机械装备和工业系统的可靠性，不仅能对整个装

备和系统的运行安全实施保障，还能为维修计划的制定提供信息指导，以降低全寿

命周期费用。科技的迅猛发展和社会的飞速进步，使机械产品结构更趋复杂、使用

场所更加广泛、工作环境更为严酷，因此，可靠性在机械产品质量特性中的地位也

更加凸出。 

进行复杂机械系统的可靠性评估与优化设计涉及不确定性量化、失效机理分

析、动态可靠性评估以及多学科协同设计优化等重要内容。由于复杂机械系统结构

的复杂性、工况（振动、冲击、高温）的复杂性，复杂机械系统面临的不确定性的

来源和类型也更趋复杂。根据信息所包含的内容，机械系统设计中存在的不确定性

不仅包含某些未来事物的随机不确定性，而且包含客观事物的模糊不确定性及主

观认识的未确知性。不确定性大致可分为随机不确定性（Aleatory Uncertainty）和

认知不确定性（Epistemic Uncertainty）两种[2-4]。复杂的不确定性是影响复杂机械

系统高置信度（High Confidence）评估和优化设计的根本原因。传统的概率（随机）

可靠性方法采用概率论或随机过程描述不确定性，可有效处理随机不确定性问题，

但是对于复杂机械系统，概率方法所要求的两个基本假设（概率假设、二值状态假

设）[5]和四个前提（事件定义明确、大量样本存在、样本具有概率重复性并具有较

好的分布规律、不受人为因素的影响）[6]很难得到满足。因此，研究多源混合不确

定下的可靠性评估方法成为复杂机械系统可靠性优化设计的热点问题。 

受载荷随机性、任务多阶段性、材料性能退化等因素的影响，机械结构或系统

的可靠性在寿命周期内是一个动态时变的指标。基于应力-强度干涉理论，众多学

者针对考虑载荷作用次数、载荷历程、性能退化的可靠性分析等方面做了大量的研

究工作，也提出了较多行之有效的方法，但对混合不确定性下综合考虑复杂载荷作

用历程和强度退化的可靠性分析研究尚未涉及。 

复杂机械系统的优化设计涉及多个子系统间的交互、多学科间的耦合，属于复

杂的非线性问题。加之混合不确定性的存在，使机械系统优化设计的求解变得更加

困难。 

综上所述，研究机械系统的可靠性分析方法和可靠性优化设计方法意义重大。 
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本文在国家自然科学基金“不确定结构可靠寿命设计的时变高精度模型和序

列优化问题研究”以及国家高技术研究发展计划项目（863 计划项目子课题）“大

型挖掘机可靠性分析及设计的关键技术研究”等基金与项目的资助下，对机械结构

或系统的可靠性分析方法及可靠性优化设计方法进行深入研究，以期拓展和完善

现有的可靠性分析方法以及可靠性优化设计方法。 

1.2 可靠性发展历程和研究现状 

可靠性工程起源于二十世纪四十年代，当时正值第二次世界大战，航空工业产

品、电子产品、武器装备等需求量剧增，这些产品在使用过程中暴露出大量的问题，

其中可靠性问题尤为突出，因产品不可靠而造成的人员伤亡和经济损失难以估量，

在此情形下，可靠性工程应运而生。据不完全统计，第二次世界大战期间，美国空

军在实战中被击落的飞机约 14000 架，而因可靠性问题所损失的战机数比这一数

目还多 0.5 倍；运往远东作战的飞机在储备期间有近 50%发生失效；轰炸机的平均

无故障失效时间（Mean Time Between Failure, MTBF）不足 20h；同时，电子设备

故障频发，如 70%左右的舰艇电子设备在使用过程中失效。这些数据让美国军方

触目惊心，引起他们的高度重视，从而投入大量物力、财力，召集相关科研人员着

手研究这些事故的发生规律，进而提出可靠性的概念。随后，美国军方、工业部门

及相关学术部门联合成立了电子设备可靠性咨询委员会（Advisory Group on 

Reliability of Electronic Equipment, AGREE），此举对可靠性的发展具有重要意义。

同年，AGREE 首次对可靠性进行了科学的定义，即产品在规定的条件下和规定的

时间内，完成规定功能的能力。紧接着，该委员会对电子产品在寿命周期内各环节

的可靠性问题进行了较为全面的调查和研究，并据此发表了《军用电子设备的可靠

性》报告，从理论基础和研究方法两方面对可靠性进行了较为全面的论述，因此，

该报告被公认为是可靠性领域的奠基性文件。此后，世界各国相继开展了可靠性的

相关研究，随着研究的不断深入，一门新兴的学科——可靠性工程得以形成。 

美国作为发达国家，对可靠性技术研究较早，并成功将其应用于工程实际。与

此同时，苏联运用大量的可靠性知识来保障人造地球卫星的成功发射与在轨运行。

在日本，部分企业家意识到，要想在国际市场竞争中取胜，必须进行可靠性研究。

1958 年，日本科学技术联盟成立了“可靠性研究委员会”，并举办可靠性培训班。

期间，由于各国对可靠性的基本定义不同，再加上用语和数据收集方式等也存在区

别，严重阻碍了可靠性技术在国际间的传播和交流，为此，国际电子技术委员会

（International Electrotechnical Commission, IEC）专门设立了可靠性技术委员会。 

国内的可靠性研究工作最早由电子工业部门开展。二十世纪五十年代，我国首
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先在广州建立了亚热带适应性试验基地，随后创建了电子产品可靠性与环境试验

研究所。七十年代后期，掀起了电子产业蓬勃发展的浪潮，电子产品在使用过程中

暴露出大量问题，如何提高家用电子产品的质量成为消费者关注的焦点，同时也是

企业提升品牌影响力和抢夺市场的关键，这在一定程度上推动了国内的可靠性研

究。例如 1978 年，为对电子元器件实施全面质量管理，我国要求电视机、收音机、

洗衣机等电子产品的可靠性、安全性需满足《电子产品可靠性“七专”质量控制与

反馈科学实验》计划的相关规定，并在全国范围内对整机及元器件生产厂的相关技

术人员进行可靠性知识培训。经过五年的努力，使电视机的 MTBF 由原来的 300h

提高到 3000h，极大地推动了电子元器件和整机的可靠性发展。这也大大促进了军

用电子产品可靠性的提升，从而为军用卫星的成功发射、战斗机的安全巡航及军用

雷达、核潜艇等的正常运行提供保障。1984 年，国防科工委立足于基本国情，积

极学习和引进发达国家的先进可靠性技术，颁布了一系列可靠性标准，包括军用标

准、企业标准和专业标准等。为预测航空技术装备寿命，提高其可靠性，国防科工

委还颁发了《航空技术装备寿命与可靠性工作暂行规定》，至此，可靠性在我国航

空工业中的应用进入到一个全新的阶段。为管理军工产品质量，进一步提升其可靠

性和安全性，国务院和中央军委明确规定军工产品在设计、制造、试验等过程中要

运用可靠性技术，并颁发了《军工产品质量管理条例》。此后，国家还先后颁发了

国家军用标准 GJB368-87《装备维修性通用规范》和 GJB450-88《装备研制与生产

的可靠性通用大纲》。至此，我国的可靠性管理工作正式进入标准化轨道。另外，

产品可靠性与安全性引起了国防、民用航空、工业与信息化等多个部门的高度重视，

不仅加强可靠性数据的采集，而且积极组织各种可靠性学术活动。与此同时，全国

各地也纷纷成立不同级别的可靠性学会，这进一步促进了可靠性理论研究成果在

工程实际中的应用。 

二十世纪七十年代末到八十年代初，是我国可靠性研究工作的第一个高潮时

期。二十世纪九十年代初，机械工业部提出了“以科技为先导，以质量为主线”的

思路，提倡企业应注重产品的质量效益，将质量与先进科技相结合，该思路直接推

动我国可靠性研究工作进入第二个高潮时期。进入 21 世纪以来，国外发达国家将

可靠性研究工作提高到保护资源和节约能源的高度，并将可靠性技术贯穿于机械

零部件、复杂机械装备、大型基础设施等全寿命周期内的各个阶段。我国也先后实

施了一系列重大科技战略以推进可靠性理论研究，加强其在实际工程中的应用。在

2011 年公布的《国家“十二五”科学与技术发展规划》中，提出要将数控机床主

机可靠性提高 60%以上。在《中国工程机械行业“十二五”规划》中，提出了“加

强产品可靠性共性技术研究”的要求。在《内燃机工业“十二五”发展规划》中，
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对发动机以及增压器等产品提出了定量化的可靠性指标要求。2001 年，我国加入

世界贸易组织（World Trade Organization, WTO），经济与市场逐渐国际化，各企业

鉴于产品可靠性在市场竞争中的重要地位，也纷纷开展了可靠性研究。 

可靠性的研究起源于军事领域，但随着社会的进步与科学技术的发展，可靠性

已延伸到各个方面，反应在国民经济的各个部门和领域，不仅给企业带来了丰厚的

经济效益，而且也产生了巨大的社会效益。现今，可靠性已成为众多工程领域，如

机械、建筑、通信、轨道交通、航空航天、水利水电、化工石油等所关心的重要问

题之一，可靠性技术也已成为工程设计、经营决策、产品维修等一系列工作中不可

或缺的工具。 

可靠性的理论研究与实际应用总体上可分为四个阶段，即可靠性萌芽、可靠性

初步发展、可靠性工程技术形成及可靠性技术广泛应用。可靠性源于电子产品，早

期多为理论研究和定性分析，如今已应用于机械设备的研制、使用与维修保养，且

能进行精确的定量分析。由于各行业本身具有差异，对于不同工程领域，其可靠性

问题也不同，例如，软件系统与硬件系统、机械设备与电子产品、深空探测与海洋

工程等，均存在不同的可靠性问题。随着可靠性问题的日益凸出，不仅在电子产业

中需进行可靠性研究，也需对非电子产品（如机械设备）进行可靠性研究。机械产

品结构复杂，同时，由于工况、载荷的多变性，常造成疲劳、磨损、蠕变、断裂等

多种失效模式，因此，机械产品的可靠性研究在基础理论和工程应用等方面仍需进

行进一步研究。 

1.3 动态可靠性研究现状 

1.3.1 动态可靠性理论 

动态性体现了系统性能随时间的变化，是现代复杂系统可靠性的重要特征之

一。零部件或系统在服役过程中，其工作时间、载荷作用次数、应力循环次数等寿

命指标均会不断变化，进而对运行工况、应力或载荷以及强度等参数造成影响。工

程实际中，强度和应力（或载荷）的不确定性、载荷历程的变化、强度退化以及由

载荷不确定性所产生的累积效应等，都会影响应力（或载荷）与强度之间的相对大

小关系，从而使机械零部件和系统的可靠性呈现动态性。在整个服役期间内，复杂

机械系统的可靠性会随着时间的推进而发生变化，传统可靠性理论与方法大多只

能对静态可靠性进行分析和评估，而无法对动态性进行较好地描述，因此，很难准

确反映系统可靠性随寿命指标的变化规律。如图 1-1 所示，即使在应力概率分布不

发生改变的情况下，由于强度的退化，应力与强度之间的干涉情况也会随着时间的

推移而逐渐变化，从而导致可靠性不断发生改变。图 1-1 中，  t 和  s t 分别代表
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强度和应力的概率密度函数。 

 s t

 t
 0t

 0s t  1s t

 1t

0t 1t t0
 

图 1-1 应力与强度在不同时刻的干涉情况 

由于传统的可靠性理论存在着缺陷，再加上动态可靠性可实时反映零部件或

系统的质量特性变化，动态可靠性理论应运而生并逐渐发展，引起了学术界和工业

界的广泛重视。李艺和闫运起[7]将机械结构受到的外部载荷和结构自身的强度视为

两个随机过程，基于应力-强度干涉理论，得到式(1-1)所示结构功能函数。 

           ,Z t g R t S t R t S t     (1-1) 

式中，  Z t 为功能函数，  R t 为结构强度，  S t 为外部载荷。 

O’Connor 和 Kleyner[8]假设系统受n次相同载荷作用，且这n次载荷之间两两

独立，推导了n次相同载荷作用下的可靠度计算模型为： 

      
0

d d
n

n

sR f f s s


  




 
      (1-2) 

式中，n为载荷次数，  f  和  sf s 分为强度变量概率密度函数和载荷变量概率

密度函数。 

式(1-1)所代表的这类动态可靠性模型，直接用 t 时刻的强度与 t 时刻的应力（或

载荷）的干涉情况来计算零部件或系统的可靠度，仅能反映 t 时刻的强度与 t 时刻出

现的应力（或载荷）相对大小关系的概率特征，因此，其计算结果实际上是默认零

部件或系统在时间段 0, t t  （ t 为时间的微小增量）内不发生失效情况下 t 时刻

的可靠度，即为条件可靠度。也就是说，通过式(1-1)计算得到的 t 时刻可靠度是基



电子科技大学博士学位论文 

6 

于零部件或系统在  0, t t  时间段内可靠度为 1 这一假设条件，因而不能反映

 0, t t  时间段内的失效情况以及载荷历程、强度退化规律等对 t 时刻可靠度所造

成的影响。因此，文献[9]把通过这类可靠性模型计算得到的可靠度称为“时不变可

靠度”。式(1-2)虽然考虑了载荷作用次数的影响，但仅能对强度不发生退化时的可

靠度进行计算。时不变可靠度与动态可靠度之间的区别如图 1-2 所示。 

时不变可靠度

1t0t

 1R t

1t0t

 1

IR t

动态可靠度

1t 时刻的可靠度  0 1,t t 的可靠度
 

图 1-2 时不变可靠度与动态可靠度的区别 

1.3.2 动态可靠性分析方法 

动态可靠性分析方法可分为两大类： 

（1）基于概率的可靠性方法。 

基于概率的可靠性方法可有效处理动态不确定性问题，然而，该类方法需要事

先知道概率密度函数并假设系统满足二值状态，而且要求时间的定义比较明确、样

本量大以及不受人为因素影响等，然而这些前提条件或假设在复杂机械系统中往

往难以得到满足。近年来，无论是动态可靠性的理论建模、评估方法、优化设计方

面，还是工程实际的应用，国内外学者都做了大量工作。Rice[10]提出首次穿越公式，

奠定了首次穿越破坏的动态可靠性理论基础。应用首次通过公式计算动态可靠度

时，积分较为复杂而难以计算，因此，首次通过公式仅为概念意义上的方法，无法

应用于工程实际。随后，Siegert[11]提出一种新方法，对响应为连续马尔可夫过程的

结构进行首次通过概率的计算。Helstrom 和 Isley[12]推导了马尔可夫包络过程下首

次通过时间的解析解。然而，以上两种方法仅适用于特殊的极限状态函数。

Coleman[13]针对首次通过频率的计算提出泊松近似，建立了穿越率和结构动态可靠

性之间的桥梁，但是，该方法仅在结构响应从安全状态穿越到失效状态属于偶然事

件，且各穿越之间相互独立时计算精度较高。Crandall 等[14]采用数值仿真的方法解

决首次通过问题。Spanos 和 Kougioumtzoglou[15]应用首次通过方法处理随机激励下

的小阻尼非线性振荡器。徐明 [16]研究了非弹性碰撞振动系统的首次穿越。

Breitung[17]、Schall 等[18]、Engelund 等[19]、Rackwitz[20]和 Melchers[21]也均采用穿越

率法求解载荷随时间变化的动态可靠性问题。Hu 和 Du[22]采用联合穿越率对动态
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可靠性分析提出一种更精确的计算方法，该方法能弱化穿越间相互独立的假设。

Andrieu-Renaud 等[23]提出应用 PHI2 方法来计算穿越率，该方法能使动态可靠性的

计算变得更加简单，也更易于理解，但对某些复杂或非平稳问题，其计算效率却大

大降低。Jiang 等[24]提出了一种新的基于随机过程离散化的动态可靠性分析方法，

该方法为复杂结构全寿命周期内的可靠性评估提供了较为有效的分析工具。Hu 和

Mahadevan[25]构建了一种等价高斯随机场，并采用随机场离散化的方法来进行动态

可靠性分析。Wang 和 Wang[26]采用嵌套极值响应面技术建立一种基于动态可靠性

的设计优化方法，该方法能解决动态可靠性分析在计算效率上的困难，但是，对于

所建立的响应面有时难以保证较好的精度。林小燕[27]对采煤机摇臂齿轮系统进行

了动态可靠性研究。Li 和 Mourelatos[28]采用小生境遗传算法计算动力问题的动态

可靠度。Singh 等[29]提出重要度采样的动态可靠性分析方法。单晓芳[30]对供热管网

进行了动态可靠性建模与仿真分析。Czarnecki 和 Nowak[31]基于动态可靠性理论，

推导出腐蚀条件下的钢架桥评价模型。张红旗等[32]针对机电装备运行维护问题，

提出基于部分可观察马尔可夫决策过程理论的动态可靠性评价方法。Breitung 和

Rackwitz[33]采用最大局部穿越密度线性化的方法研究系统在动态随机过程下的可

靠性，并获得了足够精确的分析结果。之后，Breitung[17, 34-35]又进一步地对不确定

性因素为平稳高斯过程、非平稳高斯过程以及泊松矩形波更新过程等情况进行细

致的研究，并通过计算得到动态可靠性的近似解。高明君等[36]在机构综合法分析

的基础上，同时考虑机构运动可靠性分析中强度退化的时变性和模糊性，提出基于

广义强度退化的机构模糊时变可靠性建模方法。Cazuguel 等[9]和 Andrieu-Renaud 等

[23]对动态可靠度计算公式进行推导，并分析了动态可靠度和某一时刻点可靠度的

关系。丁飞[37]基于应力-强度干涉理论，建立液压支架结构疲劳动态可靠性分析模

型，并结合使用现场实测压力数据与液压支架生产企业再制造情况，对某常用液压

支架进行动态可靠性评估。Li 等[38]采用多输入多输出支持向量机模型对包含多个

极限转态函数的结构进行可靠性分析。Zhang 和 Du[39]假设动态不确定性因素为一

非平稳高斯过程，并结合首次穿越率平均值方法，求解机械运动位置的动态可靠度。

Sudret 和 Kiureghian[40]假设随机有限元方法的穿越次数相互独立且服从泊松分布，

并进行推导得到穿越率的计算公式。Sørensen[41]较为详细地总结了结构可靠性分析

成果，包括动态可靠性分析的相关研究。Royset 等[42]通过对目标函数和概率约束

条件的近似求解动态可靠性。Li[43]在融合遗传算法和可靠性分析方法基础上，对系

统动态可靠性设计问题进行深入研究。Andrieu-Renaud 等[44]针对动态可靠性问题

提出更为精确的 PHI2 方法。Sudret[45]在 PHI2 法的基础之上，通过进一步分析和推

导，得到计算动态可靠性更精确的穿越率解析展开法。Wang 等[46]提出一种基于仿
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真的方法来估计动态系统两种不同类型的动态失效率。Mourelatos 等[47]采用全概

率理论和复合极限状态概念，对动态问题提出一种新的可靠性分析方法。Torres 和

Ruiz[48]假定结构性能参数随时间的变化为线性退化，提出考虑性能退化的结构动

态可靠性分析方法。欧进萍[49]研究了多自由度结构体系的动态可靠性分析问题。

Zhang 等[50]通过响应面法对随机载荷下的不确定结构进行动态可靠性分析。Hu 和

Du[51]通过抽样方法得到随机过程的极值分布，该方法能有效地计算动态可靠度，

但对多随机过程等比较复杂情况下的问题，无法用该方法进行解决。Wang[52]等将

高维随机过程划分为一系列相关的、短持续时间的、低维度的随机过程，提出一种

改进的子集模拟采样方法。Becker 等[53]建立结构可靠度状态模型，考虑离散状态

转移过程中的不确定性，提出一种新的基于马尔可夫链的动态可靠性分析方法。黄

飞腾等[54]先将系统状态进行适当的离散化处理，然后利用马尔可夫链状态转移法

对系统性能进行描述，最后对水位调节系统的动态可靠性进行分析。Streicher 和

Rackwitz[55]基于 Rosenblatt 变换，采用一阶矩法对标准化空间下独立串联结构的动

态可靠性优化方法进行研究。Tian 和 Noore[56]研究了软件的动态可靠性预测模型。

王新刚等[57]研究机械零件强度以及载荷随时间的变化规律，并建立变幅随机载荷

和强度退化下的动态可靠性分析模型。Kopustinskas 等[58]基于随机微分方程建立新

的动态可靠性模型，对事故检测系统的可靠性和风险性进行分析，并将结果与采用

传统故障树方法得到的结果进行对比，以验证新模型的有效性。苏春等[59]鉴于 Petri

网的优良特性，将 Petri 网与可靠性分析相结合，提出随机故障 Petri 网的动态可靠

性建模方法，从而解决了复杂系统动态可靠性建模困难的问题。最近，Zayed 等[60]

采用快速积分技术对船舶结构进行动态可靠度评估。Wang 和 Wang[61]提出基于信

赖度的元模型方法进行高效无灵敏度的动态可靠性分析。Park[62]推导了失效相关

下无线网络的动态可靠度。Xiao 等[63]提出一种新的基于自适应代理模型的高效可

靠性分析方法。Yu 等[64]考虑时间顺序和失效过程相关性，对包含不确定性的下肢

外骨骼提出一种序列动态可靠性分析方法。 

在基于概率的可靠性方法中，根据构成性能函数的广义应力和广义强度的时

间相关性不同，可将其划分为“全随机过程模型”和“半随机过程模型”。“全随机

过程模型”是指广义应力和广义强度均为随机过程，适用于随机载荷和结构强度均

与时间相关的情形；而“半随机过程模型”是指广义应力和广义强度中只有一个为

随机过程，主要适用于动态随机载荷下的结构可靠性分析。“全随机过程模型”和

“半随机过程模型”均属于动态可靠性理论的范畴。针对动态可靠性分析，国内外

学者从解析的角度开展了大量的研究工作，相应地取得了丰富的研究成果，包括性

能函数极大转换法[65]、蒙特卡洛仿真法[66-67]、极值分布法[68]、复合极限状态法[69]、
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摄动法[70]、重要度抽样法[71-72]、复合随机过程法[73]以及穿越率法[10]等。 

针对已有方法，目前形成了一种接受度较高的看法，即性能函数极大转换法在

处理“半随机过程模型”时具有较好的适用性，而在处理“全随机过程模型”时将

产生较大的计算近似误差；极值分布及复合随机过程法需要假定系统参数或性能

服从特定的分布，将产生模型近似误差；复合极限状态法在处理非线性程度较高的

性能函数时，将产生无法接受的误差；摄动法对系统参数有着较强的依赖性；相对

其他方法，穿越率法在计算效率方面表现出巨大的优势，备受学术界和工业界的关

注。穿越率法主要包括：可微高斯过程法[74]，矩形波更新过程法[33]，拉普拉斯积分

法[60]，PHI2 方法[23]，PHI2+方法[45]。鉴于近似时间积分的复杂性和泊松分布假设，

可微高斯过程法、矩形波更新过程法、拉普拉斯积分法只能处理特定随机过程条件

下的穿越率计算问题，且计算精度不高。PHI2 和 PHI2+方法利用并联系统可靠性

框架来提高计算精度以及扩宽穿越率计算方法的适用范围。但现有研究表明：在处

理非单调性系统时，基于并联系统可靠性框架的穿越率计算方法显现出较低的计

算精度[75]。除上述方法，蒙特卡洛仿真也是求解结构或系统可靠性常用方法之一。

该方法原理简单、通俗易懂、求解方便，常用作对比基准以确定其它方法的误差，

但是在对失效概率较小的机械结构或系统进行可靠性分析时，该方法计算量通常

较大，从而一定程度上限制了其应用。基于时间序列随机过程离散化，将动态可靠

性问题通过离散转化，变成常规高维时不变可靠性问题是处理动态可靠性问题的

另一条途径。采用常用的时不变可靠性分析方法，如 FORM（First Order Reliability 

Method, FORM）、SORM（Second Order Reliability Method）等，有时很难甚至无法

进行性能函数为高维、高度非线性时的可靠性分析。重要度抽样法在处理高维性能

函数时存在着两方面的不足：一方面，重要度抽样密度的选择需要失效域的相关信

息；另一方面，对高维性能函数，往往无法给定合适的重要度抽样密度。子集模拟

是最近出现的高可靠性精确评估的有效方法，越来越受到学术界和工业界的关注

[76]。基于马尔可夫链蒙特卡洛的子集模拟法（Subset Simulation with Markov Chain 

Monte Carlo, SS/MCMC）和基于分支的子集模拟法（Subset Simulation with Splitting, 

SS/S）是子集模拟法的典型代表[77]。SS/MCMC 是一种通用方法，可以处理时不变

可靠性和动态可靠性问题；而 SS/S 只能处理动态可靠性问题。在相同有效样本情

况下，SS/MCMC 和 SS/S 具有相似的精度。但 SS/S 产生的样本均为有效样本，而

SS/MCMC 产生的样本只有部分为有效样本。因此，在相同精度情况下，SS/S 具有

更高的计算效率。但目前的 SS/MCMC 和 SS/S 方法主要适用处理单点可靠度分析

问题。 

（2）基于非概率的可靠性方法。 
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基于非概率的可靠性方法包括区间分析、凸集模型、证据理论等。张浩浩[78]基

于区间分析方法，以非概率鲁棒可靠性分析理论为基础，对发动机性能的可靠性评

估理论和方法进行了研究。郭书祥等[79]基于区间分析，提出了非概率可靠性的一

种全新度量方法。Du[80]研究了随机变量和区间变量混合下的可靠性分析方法。毕

仁贵[81]研究了考虑相关性的不确定凸集模型与非概率可靠性分析方法。Meng 等[82]

提出了一种超参数凸模型，并将其应用于非概率的可靠性设计优化。张哲[83]提出

了基于响应面技术的证据理论可靠性分析方法，并对五自由度单轨车辆振动模型

的可靠性进行了分析。Guo 等[84]基于证据理论，对传统问题中的传感器可靠性评

估提出了一个新的框架。由于基于非概率的可靠性方法不能充分利用设计过程中

的各类信息，通常会导致最终的设计结果偏于保守，因此，该类方法在应用上受到

了很大的限制。 

1.4 多态系统可靠性研究现状 

多态系统能反映系统或元件的多态性，Hirsch 等[85]首次提出多态系统这一概

念，随后，多态理论被应用到单调关联系统中[86-87]。目前，针对多态系统的可靠性

研究，已引入和发展了多种技术和方法。Lisnianski 和 Levitin[88]将多态系统的可靠

性分析方法分为了四类，Gu 和 Li[89]对已有的多态系统可靠性评估方法进行介绍，

并将前述的四类可靠性分析方法扩展为五类，即：a）布尔模型扩展方法，如二元

决策图、多态故障树、多态路集、多态割集等；b）随机过程方法，包括基于马尔

可夫过程、半马尔可夫过程以及马尔可夫再生过程的方法；c）蒙特卡洛仿真；d）

通用生成函数（Universal Generating Function, UGF）方法或者基于 UGF（UGF-based）

的方法；e）递归算法。Caldarolar[90]为多态系统的每个元件分配一个布尔变量，据

此可将多态系统简化为二态系统。Zang 等[91]提出二元决策图方法以实现布尔代数。

Huang[92]对传统故障树模型进行改进和扩展，提出多态故障树模型以契合多态关联

系统的特性。随后，刘晨曦等[93]和王宁[94]对多态故障树进行进一步扩展以适用多

态非关联系统。Zhou 等[95]提出一种转换方法，将多态故障树转化为基于贝叶斯网

络的多态故障树。Hsieh 等[96]基于马尔可夫过程，建立了多态退化系统的可靠性评

估模型。Dascalu 和 Ionescu[97]研究了多态系统的维修决策，并给出相应的解决方

案。Frenkel 等[98]提出一种半马尔可夫过程方法以满足多态系统的可靠性分析与评

估。为解决多态系统中的预防性维修问题，Chen 等[99]对马尔可夫过程进行改进，

提出了基于马尔可夫再生过程的可靠性分析方法，但该方法较为复杂，不易广泛使

用。Fishman[100]应用蒙特卡洛仿真方法处理多态系统的可靠性分析问题，但计算量

较大。Ushakov[101]将生成函数扩展为通用生成函数。随后，Levitin 等[102-103]、
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Lisnianski 和 Ding[104]分别将通用生成函数方法引入到可靠性分析领域中。基于通

用生成函数的可靠性分析方法计算较为简便，准确度也较高，因此，受到众多学者

的青睐并得以广泛应用。Levitin 等[102]通过通用生成函数方法对多态串并联系统进

行了冗余优化。随后，Levitin[103]又采用通用生成函数方法对含有两种失效模式的

多态系统的可靠性进行评估。同时，Lisnianski 和 Ding[104]联合随机过程方法与通

用生成函数方法来计算多态系统的可靠度。Ding[105]利用模糊通用生成函数对多态

系统的可靠性进行评估。Zuo 和 Tian[106]提出一种递归方法用以评估广义多态 k/n

系统的可靠性。Li 和 Zuo[107]扩展了两种多态加权 k/n 系统，针对这两种系统，提

出应用递归算法来评估可靠性。Sharma 等[108]针对多态串并联系统中的异构冗余分

配问题，提出一种在给定可靠性约束条件和负载要求下的可靠性优化设计方法。

Levitin 和 Xing[109]对包含共因失效的复杂串并联多态系统进行研究，提出多态系统

性能分布的计算方法。 

综上，针对多态系统，目前已取得了大量的研究成果。但这些研究方法中，大

部分都认为构成多态系统的元件或子系统之间相互独立，很少考虑它们之间的相

关性，即便是考虑了相关性，大多数多态系统可靠性分析方法也仅针对共因失效情

况。随着机械系统的大型化、复杂化，构成多态系统的各元件或子系统间的相互关

系也愈加复杂，因此需要对考虑相关性的多态系统可靠性分析方法进行更深入的

研究。 

1.5 可靠性优化设计研究现状 

1.5.1 混合不确定性下的可靠性优化设计 

不确定性通常可分为两类：随机不确定性和认知不确定性[110-112]。随机不确定

性问题可用概率论加以处理，而认知不确定性问题，通常用区间数、概率盒

（Probability Box, p-box）以及模糊集等进行建模。现如今，已有多种理论和方法，

如区间概率[113]、可能性理论[114-115]、证据理论[116]、模糊集[117]、凸模型[118-120]以及

贝叶斯方法[121]，可用来处理认知不确定性问题。 

在工程实际设计中，有些不确定性变量无法用特定的概率分布加以精确描述，

而仅知其取值位于某一给定的区间。目前，部分学者认为“不确定性可以用区间来

描述”，在实际情况中，某些不确定性变量的特征与区间变量的特征较为相似，因

此，将这类不确定性变量描述为区间变量是可以接受的[122]。除区间变量之外，往

往还存在另外一些不确定性变量，其概率特征也无法用特定的概率分布加以精确

描述。受信息不全、数据不足、人类知识水平及认识有限等影响，这些不确定性变

量的取值为模糊值，通常将这类不确定性变量称为模糊变量。 
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对区间或模糊可靠性问题，已取得了大量的研究成果。Pownuk[123]、Modares

等[124]、Pereira 等[125]分别研究了区间有限元方法。Hall 和 Lawry[126]采用模糊集处

理区间变量，对工程中系统失效的不精确概率进行研究。Penmetsa 和 Grandhi[127]

采用函数逼近法评估含有区间不确定性的结构可靠性。Bae 等[110]、Helton 等[128]和

Jiang 等[116]通过证据理论处理认知不确定性问题。Hofer 等[112]基于蒙特卡洛仿真，

提出一种近似认知不确定性分析方法来计算混合不确定性下的系统动态可靠性，

该方法可在一定程度上减小计算工作量。Youn 等[129]基于可能性理论，对认知不确

定性下的稳健设计优化方法进行研究。Jakeman 等[130]提出一种认知不确定性量化

框架。Lombardi 和 Haftka[131]将优化和区间变量最坏情况相结合，提出“逆优化”

技术。Gu 等[132]、Du 和 Chen[133]也分别使用区间变量最坏情况对多学科系统进行

了设计。Rao 和 Cao[134]对包含区间参数的机械系统进行了优化设计。区间蒙特卡

洛仿真（Interval Monte Carlo Simulation, IMCS）可用以处理同时考虑随机和认知不

确定性下的可靠性评估，但对于失效概率低的高维系统，采用区间蒙特卡洛仿真较

难计算其可靠度。Möller 等[135]、Bagheri 等[136-137]通过基于遗传算法的 -水平截集

优化方法进行模糊结构动态可靠性分析，但均较为复杂，且计算量较大。Yang 等

[138]和 Xiao 等[139]采用随机变量和 p-box 变量对系统中的随机和认知不确定性进行

描述，但前者将 Kriging 代理模型和基于优化的区间蒙特卡洛仿真（Optimization-

Based Interval Monte Carlo Simulation, OIMCS）相结合，提出一种混合可靠性分析

方法；后者基于蒙特卡洛仿真（Monte Carlo Simulation, MCS）和鞍点近似法

（Saddlepoint Approximation, SPA），对系统中的不确定分布参数进行建模，但二者

均不能用于包含模糊变量的情形。Gudder[140]和 Krätschmer[141]采用模糊概率研究系

统中的随机和认知不确定性问题，但较为复杂，计算量亦较大。 

随着机械设备的大型化和复杂化，在对机械系统进行可靠性优化设计时，设计

变量和设计参数通常为各种不确定性变量的混合。对于随机变量和区间变量混合

情况，Penmetsa 和 Grandhi[127]、Starks 等[142]、Kreinovich 等[143]、Du 等[144]分别给

出了相应的处理方法，但未将其应用于优化设计。Du[145]提出基于最坏情况的可靠

性优化设计方法，该方法能较好地处理随机变量和区间变量混合下的可靠性优化

设计，但不能用于存在模糊变量的情形。 

1.5.2 可靠性优化设计求解算法 

可靠性优化设计包含了两个方面内容：可靠性设计和优化设计。传统的可靠性

优化设计方法将可靠性优化设计视为图 5-1 所示的两级或双环循环优化问题[122]。

采用双环循环优化时，可靠性分析环嵌套于优化环中，每一次优化迭代都涉及大量
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的可靠性分析，因此，直接采用双环法求解可靠性优化设计问题面临计算量大、效

率低下等问题。针对传统可靠性优化设计方法计算量大、效率低下等缺陷，学者做

了大量研究工作，也取得了丰富的成果。可靠性优化设计中的可靠性评估包含两种

不同的方法，即可靠度指数法（Reliabiliy Index Method, RIA）和性能测量法

（Performance Measure Method, PMA）。文献[146]已证明：RIA 稳定性较差，而 PMA

相对比较稳定和高效。采用 PMA 进行可靠性评估时，改进均值法（Advanced Mean 

Value, AMV）对凸性能函数非常有效，但对凹性能函数效率较低。为解决改进均值

法的不足，共轭均值法（Conjugate Mean Value, CMV）被用来完成凹性能函数的可

靠性评估。Youn 等[147]结合 AMV 和 CMV 构成 HMV（Hybrid Mean Malue, HMV），

对 PMA 进行改进，提出混合分析法进行可靠性优化设计。随后，Youn 和 Choi[148]

又将 HMV 和响应面法结合，提出一种新的可靠性优化设计方法。Kharmanda 等[149]

在混合设计空间（Hybrid Design Space, HDS）同时求解可靠性分析和优化设计问

题，结合有限元提出一种全新且高效的可靠性优化设计方法。Noh 和 Choi[150]采用

高斯 Copula（Gaussian Copula）求得输入变量的联合概率密度函数，从而针对输入

变量相关的系统提出一种新的可靠性优化设计方法。Thanedar[151]、Chen 等[152]、

Kuschel 等[153]分别采用均值一阶可靠度法（Mean Value First Order Reliability Method, 

MVFORM）、单环单向量法（Single Loop Single Vector, SLSV）、单级可靠性优化设

计法（Single Level Reliability Based Design Optimization, SLRBDO）将两级优化整

合成一个只包含单环的确定性优化。Du 和 Chen[154]用一系列确定性优化和可靠性

分析代替原有的双环模型，提出系列优化和可靠性评估方法（Sequential 

Optimization and Reliability Assessment, SORA）。该方法使优化设计与可靠性分析

完全解耦，只在每一次确定性优化设计完成后进行可靠性分析，因此大大降低了计

算量。Zou 和 Mahadevan[155]用可靠性分析结果对可靠性约束进行近似，将确定性

优化设计和可靠性分析直接解耦，提出一种更加高效的可靠性优化设计离散解耦

法。该方法对包含高度非线性可靠性约束的优化模型，采用精度更高的方法（如蒙

特卡洛仿真）等进行可靠度评，相比于一阶可靠度近似，有着更高的精度。Dubourg

等[156]在增广可靠性空间建立 Kriging 代理模型，并结合子集模拟方法，提出一种

新的可靠性优化设计方法。Qu 和 Haftka[157]将设计响应面近似，结合安全系数和失

效概率，提出基于概率充分因子的可靠性优化设计方法。Papadrakakis 和 Lagaros[158]

利用蒙特卡洛仿真和重要度采样进行可靠性分析，提出基于神经网络和蒙特卡洛

仿真的可靠性优化设计方法。 

如上所述，对可靠性优化设计问题已有很多的求解方法，但对混合不确定性下

的可靠性优化设计研究甚少。工程实际设计中，各种类型的不确定性变量大量共存，
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为了建立更加精确的可靠性优化设计模型，并使优化设计的求解变得更加高效，亟

需对混合不确定性下的可靠性优化设计方法进行更深入的研究。 

优化
初始设计 最优设计

可靠性分析

性能函数

工程仿真模型

可靠性约束随机变量 可靠性约束随机变量

设计变量 可靠性约束

...

可靠性分析环

优化环

 

图 1-3 双环循环优化 

1.6 论文主要研究工作 

考虑到开展随机和认知不确定性下可靠性研究的重要性以及现今可靠性分析

和机械可靠性优化设计中的难点与不足，本文拟对机械结构或系统在随机与模糊

不确定性下的可靠性分析方法和可靠性优化设计方法进行研究。论文的主要研究

内容包括： 

（1）考虑复杂载荷及强度退化的系统可靠性建模与分析方法 

在机械工程中，采用传统应力-强度干涉模型来计算可靠度时，通常没有考虑

冲击载荷的作用以及强度退化的影响，这与机械结构或系统的实际使用情况不符，
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因此难以保证机械结构或系统的安全可靠。针对此问题，本文将冲击载荷假设为一

泊松过程且考虑强度退化的影响，建立复杂载荷作用下的动态可靠性模型并提出

基于高斯-勒让德积分公式的可靠度计算方法。为了验证模型的适用性和准确性，

本文对某矿用挖掘机提升机构齿轮减速器在不同工况下的接触疲劳可靠度进行计

算，并将计算结果与蒙特卡洛仿真方法进行对比。 

（2）模糊变量和 p-box 变量混合下的系统可靠性分析方法 

在工程实际中，模糊变量和 p-box 变量同时存在的情况比比皆是。如何准确评

估该情形下的系统可靠性，需要解决的一个关键问题就是怎样处理模糊变量。本文

基于熵值不变，通过等效转换将模糊变量转变为正态随机变量，并结合蒙特卡洛仿

真和鞍点近似法，提出一种模糊变量和 p-box 变量混合下的系统可靠性分析新方

法。为了验证所提方法的精度以及计算效率，本文拟对某一发动机涡轮盘在不同失

效阈值下的可靠性进行分析。 

（3）考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法 

在对多态系统进行可靠性分析时，往往面临数据收集不准确、不充足的问题，

再加上连续状态系统的复杂性，需采用近似方法以减小计算量，而近似方法有时会

存在选取不当的问题。另外，构成多态系统的元件或子系统之间常常存在着一定的

关联性，因此，传统的可靠性分析方法难以应用于多态系统。本文基于模糊通用生

成函数，提出一种考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法。 

（4）模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

实际工程中，几乎没有只包含单一类型随机变量的结构或系统，相反，往往是

多种类型变量的混合共存。在传统的可靠性设计中，通常采用随机变量表征不确定

性，而且随机变量可以通过确定的概率分布进行描述。然而，在实际工程中，往往

难以准确得到随机变量的概率分布，甚至不能用适当的概率分布进行描述，这些不

确定性变量的取值通常是模糊的或被限定在特定的区间里。本文基于熵值不变，将

模糊变量等价地转化为正态随机变量，提出模糊变量和区间变量混合下的可靠性

优化设计方法。 

本文共分六章，其结构框架如图 1-3 所示。 

第一章对论文研究的背景、意义及可靠性发展历程和发展现状进行相关介绍，

并简要概述本文的主要研究内容。 

第二章考虑冲击载荷作用以及强度退化影响，研究复杂载荷及强度退化下的

系统可靠性建模与分析方法。 

第三章基于熵值不变，通过等价转换，研究模糊变量和 p-box 变量混合下的系

统可靠性分析方法。 
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第四章考虑零部件或子系统之间的主从关系，基于模糊通用生成函数，提出考

虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法。 

第五章在第三章基础上，研究模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计

方法。 

第六章对全文进行总结，并对未来的研究工作进行展望。 

第一章 绪论

随机与认知不确定性下机械系统可靠性分析与优化设计方法研究

第二章 复杂载荷及强度退化下的
系统可靠性建模与分析方法

第三章 模糊变量和p-box变量

混合下的系统可靠性分析方法

第四章 考虑相关性的多态系统

模糊可靠性分析方法

第五章 模糊变量和区间变量混合下的

可靠性优化设计

第六章 结论与展望

可靠性优化设计方法可靠性分析方法

 

 

 

图 1-4 论文结构框架 
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第二章 复杂载荷及强度退化下的系统可靠性建模与分析方法 

本章首先介绍应力-强度干涉理论，其次建立考虑复杂载荷作用和强度退化的

动态可靠性模型，然后基于高斯-勒让德积分公式对系统进行动态可靠性评估，最

后通过某矿用挖掘机提升减速器在不同工况下的接触疲劳可靠性分析对所提模型

和方法进行验证。 

2.1 应力-强度干涉理论 

在机械产品中，零部件或系统能否正常工作取决于强度和应力之间的干涉情

况。在此，应力为广义应力，例如位移、温度、力、压强、振动等能诱发失效的物

理量，强度则指能抵制失效发生与应力相对的物理量。当应力小于强度时，零部件

或系统工作正常；反之则发生失效。传统的应力-强度干涉模型将强度和应力均视

为随机变量，如图 2-1，当强度和应力的概率密度函数曲线发生相互交叠时，强度

在交叠区内可能小于应力，从而导致失效的发生。 

应力/强度

应力/强度
概率密度函数

应力概率密度函数 强度概率密度函数

 

图 2-1 应力-强度干涉模型 

应力-强度干涉（Stress-Strength Interference, SSI）理论是基于失效物理的可靠
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性建模的基础，目前已涌现出较多研究成果对其进行改进。对于动态可靠性的建模

与分析方法，已有大量学者开展了相关研究，也取得了丰硕的成果，但均缺乏对冲

击载荷的考虑。然而，工程实际中的机械产品在服役过程中常受到冲击载荷作用，

如汽车车架，在行驶过程中由于路面不平顺、装载不均匀，以及转弯、制动、碰撞

等工况均可能对车架形成冲击载荷。另外，机械产品在使用过程中，其强度亦会随

着产品的疲劳、磨损、老化等原因而逐渐下降。因此，本章首先对考虑复杂载荷和

强度退化下的动态可靠性模型进行推导，然后对系统动态可靠性分析方法进行研

究，针对积分复杂的问题，提出基于高斯-勒让德积分公式的可靠度计算方法，最

后通过某矿用挖掘机提升减速器在不同工况下的接触疲劳可靠性分析对所提模型

和方法进行验证。 

2.2 复杂载荷下考虑强度退化的动态可靠性模型 

为便于讨论，做以下假设： 

（1）工作载荷为随机过程，用  ,oL tC 表示；强度退化过程用随机过程  ,S tΦ

表示；一定时间段内到达的冲击数服从强度为  t 的泊松过程。 

（2）工作载荷、强度以及冲击载荷之间相互独立。 

（3）将C和Φ分别表示为  1 2, , , mC C CC ，  1 2, , , n  Φ 。随机变量

向量C /Φ里的随机变量  1,2, ,iC i m /  1, 2, ,j j n  相互独立，且概率密度函

数已知，为  
iC if c /  

j jf 
，则    

1
i

m

C i

i

f f c


C
c ，    

1
j

n

j

j

f f 



Φ φ ，其中，m

和n分别为C和Φ的维数。 

（4）冲击载荷的幅值服从均值和标准差分别为
sL 和

sL 的正态分布。 

考虑到实际工程中的机械系统，除了承受连续的工作载荷作用外，往往还承受

离散冲击载荷作用。如果离散冲击载荷在 t 时刻出现，则系统在 t 时刻承受的总载荷

为二者之和，即    , ,o s o sL t L t L  C C ，其中，
sL 为冲击载荷。否则，机械系统

只受连续工作载荷作用，此时，    , ,o s oL t L t C C 。由于磨损或者老化，系统的

强度通常可视为随时间变化的退化过程，而退化过程又分为两种，即确定性退化过

程和随机性退化过程。下面将分别对这两种情况下的系统动态可靠性模型进行推

导。 

2.2.1 确定性退化下的动态可靠性建模 

假设系统的连续工作载荷为随机过程，且受到的泊松冲击载荷的幅值为随机

变量。当强度退化过程为确定性退化过程时，任意时刻的强度  ,S tΦ 为一确定值，

此时，复杂载荷与强度之间的相互作用可以用图 2-2 予以说明。 
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初始强度

强度退化曲线

冲击载荷

初始工作载荷

时间1t0

强度/应力

1t 时刻强度

1t 时刻工作载荷工作载荷均值曲线

 

图 2-2 复杂载荷及确定性强度退化下的应力-强度干涉 

根据应力-强度干涉理论， t 时刻的系统动态可靠度可表示为： 

         Pr , , , 0,o sR t L S t     C Φ   (2-1) 

式中，  ,o sL t C 为复杂载荷，其值等于工作载荷与冲击载荷幅值之和。 

设  K t 表示冲击载荷在 t 时刻出现，则  K t 表示冲击载荷在 t 时刻不出现。根

据假设（1），冲击载荷在一定时间段内出现这一事件服从强度为  t 的泊松过程。 

对于  ,t t t    ，有： 

       Pr K t t         (2-2) 

和 

          Pr 1 Pr 1K K t t             (2-3) 

根据全概率公式，有： 

 

           

      

      

           

Pr , , Pr

Pr , ,

Pr , ,

1 , ,

o s

o s

R t t R t L S K

R t K t t t

R t L S

t t R t t t t t t

  

 

 

      





       

    

  

                  

C Φ

C Φ
 (2-4) 

式(2-4)可以改写为： 
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   
        

 

   
   

Pr , ,

, ,

o s

R t t R t t
R t L S

t t

t
R t t t t

t


   


 



    
       

 
      

 

C Φ

  (2-5) 

当 0t  时， t  ，
 

0
t

t

 



，则有： 

 
 

        
d

Pr , , 1
d

o s

R t
R t t L t S t

t
 

      C Φ   (2-6) 

注意到  0 1R  ，求解以上微分方程可得： 

 

         
   

  
0

,

0

exp Pr , , 1 d

exp , d 1 d
o s

t

o s

t S

L

R t L S

f


    

   






     

   
  



 
Φ

C Φ

C C

  (2-7) 

式中，  
o sLf 

 为复杂载荷的概率密度函数。 

2.2.2 随机性退化下的动态可靠性建模 

若系统的强度退化为一随机过程，即任意给定时刻点的系统强度为一随机变

量。随机强度退化、随机工作载荷以及泊松冲击载荷之间的相互作用可以用图 2-3

来描述。 

初始强度

强度退化曲线

冲击载荷

初始工作载荷

1t 时刻工作载荷

时间1t0

强度/应力

1t 时刻强度

工作载荷均值曲线

 

图 2-3 复杂载荷及随机强度退化下的应力-强度干涉 
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结合式(2-7)和全概率公式，得到 t 时刻的系统可靠度为： 

 

       

   
    

,

0

, , d

exp , d 1 d d
o s

t S

L

R t R t S t S t f

f f


   


   

   
  



  

Φ

φ

φ

Φ

φ

Φ φ φ φ

C C φ φ

  (2-8) 

由式(2-8)可知，随机强度退化、连续随机工作载荷和泊松随机冲击载荷作用下

的系统可靠度不再属于指数分布族，因而难以得到明确的表达式。如何求解系统的

动态可靠度，则成为可靠性分析过程中的难题。针对此问题，本章将在下一小节中

探讨复杂载荷作用下考虑强度退化的系统动态可靠度计算方法。 

2.3 基于高斯-勒让德积分公式的动态可靠度计算方法 

对于难以积分的问题，可采用数值积分方法予以解决。张艳红等[159]、赵龙等

[160]、Ding 等[161]分别对数值积分方法在工程实际中的应用进行了研究，在众多数

值积分方法当中，高斯-勒让德数值积分的精度最高，达到 2 1n 阶精度，且积分精

度较稳定[162]。因此，本章提出基于高斯-勒让德积分公式的可靠度计算方法求解 2.2

小节所提的动态可靠性模型，以实现复杂载荷及强度退化下的系统可靠性分析。 

为简便，记  

      
 ,

, , d 1
o s

S t

LH t t f t


   
  

φ

φ C C   (2-9) 

和 

    
0

, exp , d
t

M t H   
  φ φ   (2-10) 

则有： 

      , dR t M t f  Φ

φ

φ φ φ   (2-11) 

和 

 

   

   

0

0

, exp , d

exp , d , d

t t

t t t

t

M t t H

H H

 

   





   
  

  
  



 

φ φ

φ φ

  (2-12) 

如果时间增量 t 足够小，根据梯形积分公式，有： 

  
   , ,

exp , d exp
2

t t

t

H t H t t
H t 

           


φ φ
φ   (2-13) 
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对式(2-13)进行一阶泰勒展开，可得： 

 
       

 
, , , ,

exp 1
2 2

H t H t t H t H t t
t t t

    
      

 

φ φ φ φ
  (2-14) 

将式(2-13)和(2-14)带入式(2-12)，可以得到： 

 

   
   

 
   

 
   

0

, ,
, exp , d

2

, ,
, exp

2

, ,
, 1

2

t H t H t t
M t t H t

H t H t t
M t t

H t H t t
M t t

 
   

     
 

   
   

 

   
   

 


φ φ

φ φ

φ φ
φ

φ φ
φ

  (2-15) 

联立式(2-11)和(2-15)，则有： 

 

     

 
   

 

         

, d

, ,
, 1 d

2

, , , d
2

R t t M t t f

H t H t t
M t t f

t
R t M t H t H t t f

    

        
 
 


      







Φ

φ

Φ

φ

Φ

φ

φ φ φ

φ φ
φ φ φ

φ φ φ φ φ

  (2-16) 

对单变量而言，即 φ ，对式(2-16)中的第二项积分式采用高斯-勒让德积分

公式，可得： 

 

       

       

       
1

, , , d

, , , d

, , ,
2

u

l

m
u l

k k k k k

k

M t H t H t t f

M t H t H t t f

A M t H t H t t f




    

 
   







    

     


     







Φ

φ

φ φ φ φ φ

  (2-17) 

式中，
2 2

u l u l
k kx

   


 
  ，m为节点数，

kx 为高斯-勒让德积分节点，
kA 为相

应的积分系数。高斯-勒让德积分节点和积分系数如表 2-1 所示。 

表 2-1 高斯-勒让德积分节点和积分系数（ 11m  ）[163] 

kx  ±0.978229 ±0.887063 ±0.730152 ±0.519096 ±0.269543 0 

kA  0.055669 0.125580 0.186290 0.233194 0.262805 0.272925 
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当φ为二维随机变量，即  1 2, φ 时，可得二次高斯-勒让德积分公式： 

 

       

   

    

   

    

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 1 1

1 1

2

1 11

, , , d

, ,
2 2

,

, ,
2

,

k
k

k
k

m m
U L U L

k k

k k

m m
iU iL

k k

k ki

M t H t H t t f

A A M t H t

H t t f

A A M t H t

H t t f

 
 

   

   

 



 



 




    

 
  



   

 
  



   



 

 

Φ

φ

Φ

Φ

φ φ φ φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

 

 (2-18) 

式中， , 1,2
2 2

iU iL iU iL
ik kx i

   


 
   ，m为节点数，

kx 为高斯-勒让德积分节点，

kA 为相应的积分系数。 

将式(2-18)推广到 n维情况，即  1 2, , , n  φ 时，可得： 

 

       

   

    
1 1

1 11

, , , d

, ,
2

,
k

n nk

n m m
iU iL

k k

k ki

n

M t H t H t t f

A A M t H t

H t t f
 

 

 



 



    

 
   



   



 

Φ

φ

Φ

φ φ φ φ φ

φ φ

φ φ

  (2-19) 

联立式(2-16)和(2-19)，可以得到任意时刻  1, 2,jt j t j   系统可靠度的

数值递推公式： 

 

   
 

         
1 1

1
1 1

1 1

1 1

2

, , ,
k

n nk

n

iU iL m m
i

j j k kn
k k

n

j j j

t

R t R t A A

M t H t H t f
 

 

 




 

 

 


 


  


 
 


 

Φ
φ φ φ φ

  (2-20) 

式中，    
   2 1

1 2

, ,
, , 1

2

j j

j j

H t H t
M t M t t

 

 

  
    

 
 

φ φ
φ φ ，

0 0t  ，  0 1R  ，

 0 , 1M t φ 。 
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式(2-20)为本章提出的基于高斯-勒让德积分公式的动态可靠度计算方法。由式

(2-20)可知，利用高斯-勒让德积分公式，将动态可靠性分析中的多重积分转化为一

系列多项式的和，这样，即可通过近似积分方法得到系统的动态可靠度，以解决多

重积分造成无法明确表达和直接计算系统可靠度的问题。 

2.4 算例分析 

为验证本章所提方法的适用性和准确性，本小节以图 2-4 所示的某矿用挖掘机

提升机构齿轮减速器为例，计算输出齿轮的接触疲劳可靠性。在露天矿场的开采过

程中，挖掘机的铲斗除受工作载荷作用外，还受冲击载荷的作用，进而传递至提升

机构齿轮减速器，使其在服役过程中受到的载荷为复杂载荷[164]。此外，长时间的

使用导致齿轮齿面的接触强度因发生疲劳、磨损而逐渐降低，因此，为更准确地评

估输出齿轮的接触疲劳可靠性需充分考虑服役过程中复杂载荷和强度退化的影响。

根据载荷工况的不同，可分三种情况分别进行讨论：第一种情况是确定性强度退化

和齐次泊松过程冲击载荷工况；第二种情况是随机性强度退化与齐次泊松过程冲

击载荷工况；第三种情况是随机性强度退化与非齐次泊松过程冲击载荷工况。 

inT

小齿轮 1

大齿轮 1

小齿轮 2

大齿轮 2

小齿轮 3

大齿轮 3

1b

3b

2b outT

 

图 2-4 提升机构齿轮减速器 

已知提升机构齿轮减速器的部分参数如表 2-2 所示，对于大齿轮 3，根据文献

[165]，齿轮表面的赫兹接触应力为： 
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3

3 3

t
H p v o m

g

F
C K K K

b d I
    (2-21) 

式中，
H 为赫兹接触应力， pC 为材料的弹性系数，

3tF 为大齿轮 3 受到的切向力，

3b 和 3gd 分别为大齿轮 3 的齿宽和分度圆直径，
vK 、

oK 和
mK 分别为速度因子、过

载系数及安装系数， I 为几何因素，可以表示为： 

 
 

3

3 3

sin cos
2

g

g p

d
I

d d
 


  (2-22) 

式中，为分度圆压力角， 3gd 和 3pd 分别为大齿轮 3 和小齿轮 3 的分度圆直径。 

表 2-2 提升机构齿轮减速器部分参数 

名称 符号 均值 标准差 分布类型 单位 

驱动力拒 
inT  2160 21.6 正态 kN·m 

分度圆压力角   20 0 / degress 

速度系数 
vK  2.0 0 / none 

过载系数 
oK  1.0 0 / none 

装配系数 
mK  1.6 0 / none 

大齿轮 3 齿宽 
3b  300 3.0 正态 mm 

弹性系数 
pC  6.0 0.06 正态 (MPa)1/2 

大齿轮 1 直径 
1gd  500 5.0 正态 mm 

大齿轮 2 直径 
2gd  660 6.6 正态 mm 

大齿轮 3 直径 
3gd  850 8.5 正态 mm 

小齿轮 1 直径 
1pd  300 3.0 正态 mm 

小齿轮 2 直径 
2pd  220 2.2 正态 mm 

小齿轮 3 直径 
3pd  300 3.0 正态 mm 

由于每一对齿轮组都可使转矩增大，因此，大齿轮 3 所受到的切向力可以表

示为： 

 
1 2

3

3 1 2

2 g gin
t

p p p

d dT
F

d d d
    (2-23) 
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式中，
3tF 为大齿轮 3 所受切向力，

inT 为初始的驱动转矩， 1gd 和 1pd 分别为大齿轮

1 和小齿轮 1 的分度圆直径， 2gd 和 2pd 分别为大齿轮 2 和小齿轮 2 的分度圆直径。 

联立式(2-21)-(2-23)可得： 

 
 1 2 3 3

2

3 1 2 3 3

4

sin cos

in g g g p

H p v o m

p p p g

T d d d d
C K K K

b d d d d


 


   (2-24) 

对式(2-24)采用蒙特卡洛仿真可得到接触应力的 10000 个样本值，然后进行正

态拟合，计算接触应力的均值和标准差分别为526.8MPa 和42.5MPa。下面针对三

种不同工况下的动态可靠性进行分析，并与蒙特卡洛仿真结果进行对比，以验证所

提方法的适用性和准确性。 

（1）确定性强度退化和齐次泊松过程冲击 

经长时间工作，齿轮接触面的强度会由于疲劳而逐渐降低。对于确定性强度退

化，假设强度可以表示为    0, 1 0.00025S t t Φ ，初始强度
0 的值为 800MPa，

则任一时刻点
mt ，强度    0, 1 0.00025 =800 0.2m m mS t t t  Φ 为一确定的常数。假

设冲击载荷的作用过程服从强度为   11.0 hrt  的齐次泊松过程且冲击载荷的幅

值
sL 服从均值为 100MPa、标准差为 20MPa 的正态分布。为考虑工作环境的不确

定性，用    , 1 0.0001oL t C t C 表示连续的工作载荷，其中， C 服从均值为

526.8C  MPa、标准差为 42.5C  MPa 的正态分布。根据正态分布的可叠加性可

知，  ,o sL t C 也服从正态分布，且均值和方差可表示为： 

   626.8 0.05268 MPa
o sL t t


    (2-25) 

和 

    
2242.5 1 0.0001 +400 MPa

o sL t t


     (2-26) 

根据概率论的知识：如果一个变量 x 服从正态分布  2,N   ，那么 x 的取值

超出区间 3 , 3     的概率不会超过千分之三，超出区间 6 , 6     的概

率不会超过十亿分之二[166]。为了简化计算并且保证较高的精度，采用“6 ”准则

计算式(2-7)，可得： 

 

 
 

 

 

 

22

800 0.2

20 626.8 0.05268 6 42.5 1 0.0001 +400 2

2

22

1
exp 1

2 42.5 1 0.0001 +400

626.8 0.05268
exp d 1 d

2 42.5 1 0.0001 +400

t

R t

C
C



 
 








   

 
  

   

 
               

 

 

 (2-27) 
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对式(2-27)进行直接积分，可得图 2-5 所示可靠度曲线。 

通常，不同的初始强度对应不同的可靠度曲线。为更好地验证本章所提方法的

有效性，分别计算初始强度为 720MPa、800MPa、850MPa 时相应的可靠度曲线，

如图 2-6 所示。 
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图 2-5 可靠度曲线 
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图 2-6 对应于不同初始强度的可靠度曲线 

对于不同泊松强度  t ，  R t 和 t 之间的关系曲线如图 2-7 所示。 

/hrt




R
t

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

0.1

0.2
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0.4
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0.6

0.7
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1

  -12.0 hrt 

  -13.0 hrt 

  -11.0 hrt 

 

图 2-7 不同泊松强度下的可靠度曲线 

由图 2-6 和 2-7 可知，可靠度曲线的形状和尺度随初始强度
0 和泊松强度  t

取值的不同而发生变化。因此，对于确定性强度退化和齐次泊松过程冲击载荷作用

下的可靠度曲线，
0 和  t 可视为类似于威布尔分布（Weibull distribution）中的

形状参数和尺度参数。 

（2）随机性强度退化和齐次泊松过程冲击 

对于随机性强度退化，假设强度可表示为    0, 1 0.00025S t t Φ ，其中
0 服

从均值和标准差分别为
0

80 MPa0  和
0

20 MPa  的正态分布。对于任一时刻

点
mt ，    0, 1 0.00025m mS t t Φ 为一随机变量。其余参数和情况（1）相同。 

根据“6 ”准则，积分变量 的上下限分别为： 

 
0 0

9 P6 M20 a      (2-28) 

和 

 
0 0

6 P6 M80 a      (2-29) 

联立式(2-8)、(2-28)和(2-29)可得： 
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 
 

   

  

  (2-30) 

采用式(2-20)的计算方法，同时设置步长 10.1hrt   ，则可得任意时刻 t n t 

的系统可靠度。为了验证本章所提方法的正确性及有效性，将采用本章所提方法得

到的可靠性分析结果与蒙特卡洛仿真方法所得结果进行对比，两种方法所得到可

靠度曲线如图 2-8 所示。 

由图 2-8 可知，利用本章所提新方法计算得到的系统可靠度与采用蒙特卡洛方

法得到的结果相近。因此，本章所提方法的预测精度可接受，可将其应用于工程实

际中随机性强度退化和齐次泊松过程冲击载荷下的动态可靠性分析。 
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图 2-8 不同方法对应的可靠度曲线 

（3）随机性强度退化和非齐次泊松过程冲击 

假设冲击载荷服从非齐次泊松过程，且强度为   0.002 1hrtt e   ，其余参数和
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情况（2）相同。 

式(2-30)可改写为： 

 

   
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 (2-31) 

设置步长 10.1hrt   ，并用式(2-20)计算系统可靠度，则可得非齐次泊松过程

的强度函数图像以及不同泊松强度下的可靠度曲线，如图 2-9 所示。 
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图 2-9  t 以及不同泊松强度下的可靠度曲线 

由图 2-9 可知，随着泊松强度的增大，系统可靠度会迅速下降。若给定系统所

需要的可靠度，则在系统可靠度快要降到最低要求可靠度值的某一时刻必须采取

预防性维修措施，以保持系统的安全可靠。 
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2.5 本章小结 

本章基于应力-强度干涉理论，建立了一种考虑复杂载荷作用和强度退化的动

态可靠性模型，提出了基于高斯-勒让德积分公式的动态可靠度计算方法。本章建

立的动态可靠性模型不仅适用于冲击载荷服从齐次泊松过程的可靠性分析，而且

适用于冲击载荷为非齐次泊松过程的可靠性分析。对包含复杂随机载荷作用和随

机强度退化的系统而言，采用直接积分方法较难计算系统可靠度。因此，本章提出

基于高斯-勒让德积分公式的动态可靠度计算方法，将该方法与“6 ”准则相结合，

使原先的多重积分转化为一系列多项式的和，这样可大大减少计算量同时保证较

高精度。为验证本章所提模型和方法的正确性和工程适用性，将所提模型和方法应

用于某矿用挖掘机提升机构齿轮减速器在三种不同工况下的接触疲劳可靠性分析，

并与蒙特卡洛方法的计算结果进行对比，分析结果表明：对于确定性强度退化，初

始强度和泊松冲击强度可视为可靠度曲线的形状参数和尺度参数。对于强度为随

机性退化过程以及冲击载荷的到达服从齐次或非齐次泊松过程的系统，若给定所

需的可靠度，则可根据可靠度曲线，在系统进入故障状态之前进行预防性维修以保

证系统的安全运行。在本章中，强度和应力被假设为相互独立的随机变量，且冲击

载荷的幅值为正态分布。在后续的研究中，将考虑强度和应力之间的相关性以及幅

值为随机过程的情形。 

 



电子科技大学博士学位论文 

32 

第三章 模糊变量和 p-box 变量混合下的系统可靠性分析方法 

在上一章中，建立了复杂载荷和强度退化下的动态可靠性模型，但在此模型中，

工作载荷、冲击载荷以及强度退化都事先被假定能用特定的概率分布函数或随机

过程来描述。在实际工程中，由于数据的缺乏、人们对事物认识的不足或人类知识

水平的有限，常常存在多种不确定性，从而难以甚至不能准确得知某些变量的分布

类型或分布参数，而仅仅知道变量的大致取值范围或将其表示为模糊变量，因此，

本章将在第二章基础之上，研究混合不确定性下的系统可靠性分析方法。 

3.1 引言 

工程实际中广泛存在着不确定性问题，如何评估不确定性下结构或系统的可

靠性是近年来工程界和学术界的研究热点。不确定性通常可分为两大类，即随机不

确定性和认知不确定性。对于随机不确定性问题可用概率论加以处理，而认知不确

定性问题，通常用区间数、概率盒（Probability Box, p-box）以及模糊集等进行描

述。现如今，已有多种方法和理论可用于处理认知不确定性问题，如区间概率[113]、

可能性理论[114-115]、证据理论[116]、模糊集[117]、凸模型[118-120]以及贝叶斯方法[121]等。

复杂机械系统或产品在服役过程中，受多种不确定性因素影响，其可靠性分析为典

型的混合不确定性问题。通常，可用 p-box 变量和模糊变量对随机和认知不确定性

进行描述，因此，当系统同时存在随机和认知不确定性时，如何通过研究模糊变量

和 p-box 变量对机械系统或产品的可靠性进行有效而准确的评估，意义重大。Hofer

等[112]基于蒙特卡洛仿真，提出一种近似认知不确定性分析方法来计算混合不确定

性下沸水反应堆的动态可靠性，该方法可在一定程度上减小计算的工作量。区间蒙

特卡洛仿真（Interval Monte Carlo Simulation, IMCS）可用以处理同时考虑随机和认

知不确定性下的可靠性评估，但对于失效概率低的高维系统，较难计算其可靠度。

Yang 等[138]和 Xiao 等[139]采用随机变量和 p-box 变量对系统中的随机和认知不确定

性进行描述，前者将 Kriging 代理模型和基于优化的区间蒙特卡洛仿真

（Optimization-Based Interval Monte Carlo Simulation, OIMCS）相结合，提出一种混

合可靠性分析方法；后者基于蒙特卡洛仿真（Monte Carlo Simulation, MCS）和鞍

点近似法（Saddlepoint Approximation, SPA），对系统中的不确定分布参数进行建模，

但二者均不适用于包含模糊变量的情况。Gudder[140]和 Krätschmer[141]采用模糊概率

研究系统中的随机和认知不确定性问题，但较为复杂，计算量亦较大。 

综上，虽然目前对混合不确定性下的可靠性分析已开展了大量研究，也取得了
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一定的成果，但模糊变量和 p-box 变量混合下的系统可靠性分析仍然是一大挑战。

要准确计算该情形下的系统可靠度，所需解决的一个关键问题就是如何处理模糊

变量。本章将基于熵值不变原理和鞍点近似法，提出一种模糊变量和 p-box 变量混

合下的系统可靠性分析新方法。 

3.2 p-box 变量及鞍点近似法 

3.2.1 p-box 变量 

概率盒（Probability box, p-box）可看作是随机不确定性和认知不确定性同时存

在下，不确定数的一种表征[167]。在该理论中，仅知道 p-box 变量的累积分布函数

（Cumulative Distribution Function, CDF）位于一组上下界围成的区间内。因此，对

于 p-box 变量 X ，其累积分布函数  X
F x 满足： 

      X X X
F x F x F x    (3-1) 

式中，  X
F  和  X

F  分别为累积分布函数的上界和下界。 

概率盒的产生可能源于各种信息的不完备，产生概率盒的方法很多，包括区间

参数分布、Kolmogorov-Smirnov 置信区间以及马尔可夫不等式等。本章中，仅考虑

分布参数为区间的 p-box 变量。假设 p-box 变量 X 服从正态分布，且其均值在区间

 4,10 内，标准差为常数 2，那么 X 的累积分布函数为一个概率盒，如图 3-1 所示。 
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图 3-1 p-box 变量 X 的累积分布函数 
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3.2.2 鞍点近似法 

与一阶可靠性方法（First Order Reliability Method, FORM）相比，鞍点近似法

（Saddlepoint Approximation, SPA）具有较高的计算精度，因此 SPA 是结构可靠性

分析中较为有效的方法[168-169]。设  1 2, , , nX X XX 为n维随机向量，  s sZ g X

为结构的输出。若
sZ 的概率密度函数（Probability Density Function, PDF）  

sZ sf z

已知，则
sZ 的矩母函数（Moment Generating Function, MGF）  M  和累积母函数

（Cumulative Generating Function, CGF）  K  可分别用式(3-2)和(3-3)计算。 

    ds s

s

Z z

Z s sM E e e f z z
 




       (3-2) 

    logK M       (3-3) 

通过傅里叶逆变换，  
sZ sf z 与  K  的关系可表达如下： 

    1
d

2

s

s

i K z

Z s
i

f z e
 




   

 
    (3-4) 

只有变量
sZ 的分布已知时，式(3-3)中的 CGF 才具有解析解[170]。若 CGF 不存

在解析形式，则可用其近似解代替。文献[171]指出，通过计算式(3-5)中的前四阶累

积量，可较为准确地获得 CGF 的近似解。 

 
 

  

     

   

1
1

2

2 1
2

3 2

1 1 2 3
3

4 2 2 2

1 1 2 2 1 3 4

4

1

2 3

1 2

6 12 3 1 4 1 1

1 2 3

s
k

N

Ns s
k

N N

s Ns s N s
k

N N N

s Ns s N N s N N s s N N s
k

N N N N








 

  
 

 


       


   

  (3-5) 

式中，    
1

1,2,3,4
N

r
j

r s

j

s z r


  ，
j

sz 是通过仿真求得的结构输出， N 为仿真次数。 

这样，累积母函数可用前四阶累积量表示为： 

   2 3 4

1 2 3 4

1 1 1

2 3! 4!
K k k k k          (3-6) 

令累积母函数  K  关于的一阶导数等于
sz ，即： 

   sK z    (3-7) 

则鞍点 s

为式(3-7)的解。 
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Daniels[172]将式(3-4)进行幂级数展开并对其进行积分，得到
sZ 的概率密度函数

为： 

 

1/2

[ ( ) ]1
( )

2 ( )
s s s

s

K z

Z s

s

f z e
K

 

 

 



 
   

  (3-8) 

式中，  K   为累积母函数的二阶导数。 

近年来研究较多的鞍点近似法也可用于随机变量
sZ 的累积分布函数估算，

Lugannani 和 Rice[173]提出的认可度高且广泛运用的累积分布函数估算式如下： 

 
1 1

( ) Pr{ } ( ) ( )s s sF z Z z w w
w v


 

      
 

  (3-9) 

式中，    和    分别为标准正态分布的累积分布函数和概率密度函数，w和 v 可

表示为： 

  
1/2

sgn( ) 2 ( )s s s sw z K          (3-10) 

 
1/2

( )s sv K        (3-11) 

式中， sgn( )s
 1、0 或-1 依次对应于 s


为正数、0 或负数，  K   为  K  的二阶

导数且   0K    。关于 SPA 的更多介绍可参见文献[174-175]。 

3.3 基于熵值不变的等效转换方法 

Shannon 和 Weaver 将随机变量 X 的概率熵定义为[176]： 

    ln dX X XH f x f x x



    (3-12) 

式中，
XH 为概率熵，  Xf x 为 X 的概率密度函数。 

若 X 服从正态分布，且其均值  和标准差 已知，式(3-12)可转化为： 

 

   

   

 

2 2

2 22 2

ln d

1 1
ln d

2 2

1
ln 2

2

X X X

x x

H f x f x x

e e x

 

 

 







 
 



 

 
  
 
 

 



   (3-13) 

若连续模糊变量 X 可表示为    / , ,lb ub

XU
x x x U U U      ，其中，  

X
x 为

隶属函数， lbU 和 ubU 分别为论域的上、下界。根据概率熵的定义，可将模糊熵定

义为[177]： 
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    ln d
X X XU

G x x x      (3-14) 

式中，
X

G 为模糊变量 X 的模糊熵，       / d
ub

lb

U

X X XU

x x x x     ，  
X

x 为标准

隶属函数。 

为获得等价正态随机变量的概率密度函数，需确定其均值和标准差。根据文献

[178-179]，等价正态随机变量可定义为与模糊变量具有相同熵的随机变量，即： 

 
eqX X

H G   (3-15) 

式中， eqX 为等价正态随机变量，
eqXH 为等价正态随机变量的概率熵。 

结合式(3-13)和(3-15)，可得： 

 
0.51

2

X

eq

G

X e



   (3-16) 

式中，
eqX 为等价正态随机变量的标准差。 

明显地，通过式(3-16)只能确定等价正态随机变量的标准差，如何得到等价正

态随机变量的均值仍然是一个值得深入研究的问题。一般情况下，对于正态型凸模

糊集，可将隶属函数的对称中心视为等价正态随机变量的均值。此时，等价正态随

机变量的概率密度函数可表示为： 

  

 
2

2

ˆ

21

2

Xeq

eq

eq

x x

X

X

f x e







   (3-17) 

式中，  
eqXf x 为 eqX 的概率密度函数， x̂ 为隶属函数的对称中心。 

正态型凸模糊变量只是模糊集中的特例，对于隶属函数为非标准型或非对称

型，如梯形、 S 型等的模糊变量，等价正态随机变量的均值仍然无法确定。 

由式(3-14)可知，  
X

x 满足以下条件： 

      / d 0
ub

lb

U

X X XU
x x x x       (3-18) 

 

     

   

d / d d

d / d

1

ub ub

lb lb

ub ub

lb lb

U U

X X XU U

U U

X XU U

x x x x x x

x x x x

  

 





  
  





  

    (3-19) 

根据式(3-18)和(3-19)，  
X

x 满足概率密度函数的性质，因此，可将  
X

x 定

义为连续随机变量
nX 的概率密度函数。令

nX 为 X 的名义随机变量，则可得到： 

      / d
ub

lbn

U

X X X
U

f x x x x     (3-20) 
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式中，  
nXf x 为

nX 的概率密度函数， ,lb ubx U U   。 

结合式(3-12)和(3-20)，可得
nX 的概率熵： 

 

   

       

ln d

/ d ln / d d

n n n

ub ub

lb lb

X X X

U U

X X X XU U

H f x f x x

x x x x x x x   









 

 
 

  



  
  (3-21) 

由式(3-14)和(3-21)可知，
nX 的概率熵等于 X 的模糊熵。下面将详细探讨随机

变量
nX 与模糊变量 X 之间的等价性。 

设随机应力 S 和模糊强度 R ，其概率密度函数和隶属函数分别为

   , ,Sf s s   与   / , ,lb ub

RU
r r r U U U      。 A表示模糊安全事件， A的隶

属函数  
A

s 定义为： 

（1） lbs U ，则结构处于绝对安全状态，   1
A

s  ； 

（2） ubs U ，则结构完全失效，   0
A

s  ； 

（3） lb ubU s U  ，则可将区间 ,lb ubU U  划分为两部分，即 ,lbU s  和 , ubs U  。

在一定程度上，区间 ,lbU s  可视为失效域，相应地，区间 , ubs U  可视为安全域。

此时，将 A的隶属函数  
A

s 定义为 R 安全域包络面积与整个隶属函数包络面积的

比值，即： 

      d / d , ,
ub ub

lb

U U
lb ub

R RA s U
s s s s s s U U           (3-22) 

综上，模糊安全事件 A的隶属函数可表示为分段函数： 

      

1,

d / d ,

0,

ub ub

lb

lb

U U
lb ub

A R Rs U

lb

s U

s s s s s U s U

U s

  

   


    


  

    (3-23) 

Zadeh[180]给出了著名的模糊事件概率公式： 

    d
A

P A x P



    (3-24) 

根据模糊安全事件隶属函数的定义，式(3-24)可转换为： 

      dSA
P A s f s s




    (3-25) 

此时，模糊可靠度为： 
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     

       

 

 
   

 

d

1 d d / d d

0 d

d d

d

d

lb ub ub ub

lb lb
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ub ub
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f SA

U U U U

S SR RU s U

S
U

U U

SRU U s

S U

RU

R P A s f s s

f s s s s s s f s s

f s s

s s f s s

f s s

s s



 















 

     
  

 

   
   



   



 




  (3-26) 

假设随机应力 S 和模糊强度 R 相互独立，且概率密度函数和隶属函数分别用

 Sf s 和  
R

r 表示。根据应力-强度干涉理论，结构的模糊可靠度可定义为： 

  PrsR R S   (3-27) 

式中， sR 为模糊可靠度。 

结合式(3-20)和(3-27)，将式(3-27)中的模糊强度 R 用
nR 代替，可得： 

 

 

     

     

   

 
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/ d d d

/ d d d
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d
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SR RU

U U r
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r r r f s s r

r f s s r

r r

 
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





 





 








  
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 



  (3-28) 

式中，
sR 为等价转换后的可靠度，

nR 为模糊强度 R 的名义随机变量。 

通过分部积分，式(3-28)可转换为： 

 

   

 

   

 

d d

d

d d d

d

ub

lb
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U r

SRU
s U
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S RU

U
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r f s s r
R

r r

f s s r r

r r











 



    
      

 



  



  (3-29) 

注意到，当 lbr U  时，   0R r   ，则有： 

    d d d d
lb

r r

R RU
r r r r 



      
          (3-30) 

结合式(3-29)和(3-30)可得： 
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   

 

   

 

   

 

   

d d d

d

d d d

d

d d d d d

d

ub

lb

ub

lb

ub

lb lb

ub

lb

ub

lb lb

ub

lb
lb

U r r

S RU

s U

RU

U r r

S RU U

U

RU

U
r r r r

S SR RU U

U

RU
U

f s s r r
R

r r

f s s r r

r r

f s s r r r r f s s

r r









 



 



 

    
      

    
      

         
             

  



  



   

  d

ub

lb

ub

lb

U

U

U

RU
r r






 (3-31) 

由于  d 0
lb

lb

U

RU
r r    ，同时，    d d d

r

S Sf s s f r r


  
   ，因此有： 

 

   

 

   

 

 
   

 

d d

d

d d d

d

d d

d

d

ub

lb

ub

lb
lb

ub

lb lb

ub

lb

ub

ub lb lb

ub

lb

U
r r

S RU

s U

RU
U

U r r

SRU U

U

RU

U r

S RU U U

S U

RU

f s s r r

R

r r

r r f s s

r r

f r r r r

f s s

r r



















    
      

    
      

  
   

 



  



 




  (3-32) 

式(3-32)右端第二项又可改写为： 

 

   

 

     

 

 
   

 

d d

d

d d d

d

d d
d

d

ub

lb lb

ub

lb

ub ub ub

lb lb

ub

lb

ub ub

ub
lb

ublb

lb

U r

S RU U

U

RU

U U U

S R RU U r

U

RU

U U

U S RU r
S UU

RU

f r r r r

r r

f r r r r r r

r r

f r r r r
f r r

r r





 







  
  

    
   

 
  

 



  



 




  (3-33) 

因此，根据式(3-32)和(3-33)可得： 
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 
   

 

   
   

 

 
   

 

d d

d

d

d d
d d

d

d d

d

d

ub

ub lb lb

ub

lb

ub ub

ub ub
lb

ublb

lb

ub ub

lb lb

ub

lb

U r

S RU U U

s S U

RU

U U

U U S RU r
S S UU

RU

U U

SRU U s

S U

RU

f r r r r

R f s s

r r

f r r r r
f s s f r r

r r

s s f s s

f s s

s s



















  
   

 
  

  
   

 




 
 



 




  (3-34) 

显然，式(3-34)与(3-26)完全相同，即通过应力-强度干涉模型计算的可靠度与

利用模糊事件概率公式计算的可靠度相等，因此，模糊变量向名义随机变量转换的

合理性得到了证明。 

eqX 和
nX 为模糊变量 X 的等价随机变量和名义随机变量，若设定二者的均值

相等，即： 

 

     

   

d

/ d d

eq n

ub ub

lb lb

X eq n X

U U

X XU U

E X E X xf x x

x x x x x



 




 

 


  



 
  (3-35) 

式中，
eqX 为 eqX 的均值。 

式(3-35)中，积分式  d
ub

lb

U

XU
x x 的值为常数，则有： 

 

     

 
 

/ d d

1
d

d

ub ub

lb lb

ub

ub lb

lb

U U

eq X XU U

U

XU U

XU

E X x x x x x

x x x

x x

 





 


  



 




  (3-36) 

至此，等价正态随机变量的概率密度函数可以表示为： 

  

 
2

221

2

Xeq

Xeq

eq

eq

x

X

X

f x e










   (3-37) 

基于熵值不变性，通过设定等价随机变量和名义随机变量均值相等，可将模糊

变量转换为正态随机变量，这即为本章所提出的等效转换方法。通过该方法，原先

同时考虑模糊和 p-box 变量的可靠性分析问题，转化成正态随机变量和 p-box 变量

同时存在下的可靠性分析问题。这样，可靠性分析所面临的关键问题即为系统失效
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概率上、下界的求解。下面将基于等效转换方法，并结合鞍点近似法，提出模糊变

量和 p-box 变量混合下的系统可靠性分析新方法。 

3.4 基于等效转换方法的可靠性分析方法 

为计算模糊变量和 p-box 变量同时存在下系统失效概率的上、下界，基于等效

转换方法的可靠性分析过程分为以下三个阶段：（1）等效转换阶段；（2）仿真阶段；

（3）分析求解阶段。在步骤（1）中，所有的模糊变量均转换为正态随机变量，这

样，系统的输入变量转变为正态随机变量和 p-box 变量。在步骤（2）中，分别对

正态随机变量和 p-box 变量进行拉丁超立方抽样，随后通过优化方法获取性能函数

的最大值和最小值。在步骤（3）中，首先计算最好和最坏情况下的鞍点，随后确

定失效概率的上、下界。基于等效转换方法的系统可靠性分析流程如图 3-2 所示，

接下来将对每个阶段进行详细阐述。 

计算每个模糊变量的模糊熵以及每个名义

随机变量的均值

获取每个等效正态随机变量的PDF

正态随机变量和p-box变量抽样

采用优化算法分别计算性能函数的

最大值、最小值

计算最好和最坏情况下的前四阶累积量

求解相应鞍点

分别计算失效概率的上界和下界

等效转换阶段

仿真抽样阶段

分析求解阶段

 

图 3-2 基于等效转换方法的系统可靠性分析流程图 
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3.4.1 模糊随机变量向正态随机变量转换 

假设系统的输入包含n个模糊变量和 k 个 p-box 变量，其输入变量和系统性能

函数可分别用  1 2 1 2, , , , ,n kX X X X X XX , , 和  sZ g X 表示。通过 3.3 小节

所提出的等效转换方法，可将所有的模糊变量转换为正态随机变量，并令转换之后

的系统性能函数为  sZ g  X ，其中  1 2 1 2, , , , ,eqv eqv eqv

n kX X X X X X X , , 。此时，

原始随机变量和 p-box 变量混合的可靠性分析问题转化为正态随机变量和 p-box 变

量混合下的可靠性分析问题。 

3.4.2 随机变量和 p-box 变量拉丁超立方抽样 

在相同精度下，拉丁超立方抽样（Latin Hypercube Sampling, LHS）往往比 MCS

所需的抽样数更少，且能对每一变量在整个范围内进行有效抽样，因此，本文选用

拉丁超立方抽样来生成样本。 

对于概率密度函数为  eqv
i

eqv

iX
x 的正态随机变量  1, 2, ,eqv

iX i n ，
eqv

iX 的第

j 个样本
,eqv j

ix 可由式(3-38)通过逆变换生成。 

  , 1 , 1,2, ,eqv
i

eqv j j

i iX
x u j m    (3-38) 

式中，  1
eqv
iX

  为  eqv
iX

  的逆函数，  eqv
iX

  为正态随机变量
eqv

iX 的累积分布函数，
j

iu 服从区间 0,1 上的均匀分布，m为样本大小。 

采用相似的方法，可生成 p-box 变量的样本。由于 p-box 变量的累积分布函数

位于区间内，而不是确定的分布，因此，通过逆变换方法生成的样本相应地为一区

间，如图 3-3 所示。 

jv

 
i

iX
F x

 
i

iX
F x

 
i

iX
F x

lbj

ix
ubj

ix
ix

 

图 3-3 p-box 变量 iX 的第 j 个样本 
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用
ubj

ix 和  1,2, ,
lbj

ix i k 分别表示 iX 第 j 个样本的上界和下界，则有： 

  1 , 1,2, ,
ub

i

j j

i X
x F v j m    (3-39) 

  1 , 1,2, ,
lb

i

j j

i X
x F v j m    (3-40) 

式中，  1

iX
F   和  1

iX
F   分别为 p-box 变量 iX 累积分布函数上界和下界的逆函数， jv

为区间 0,1 上的均匀分布，m为样本数。 

设通过拉丁超立方抽样获得 X 的m个样本为
1 2, , , m
  x x x ，其中  1j j m  x

表示 X 的第 j 个样本，且  , ,

1 1 1, , , , , , ,
lb ub lb ubeqv j eqv j j j j j

j n k kx x x x x x    
   

x 。样本

 1j j m  x 中的  , , 1,2, ,
lb ubj j

i ix x i k  
 

为区间，相应地，性能函数  sZ g  X 的

值也位于一个区间内。
sZ的最大值和最小值可以计算为： 

 

 

 

, , ,

1 2 1 2

, , ,

1 2 1 2

1 1 1

max , , , , , , ,

min , , , , , , ,

. .

ub

lb

lb ub

lb ub

j eqv j eqv j eqv j j j j

s n k

j eqv j eqv j eqv j j j j

s n k

j j j

j j j

k k k

z g x x x x x x

z g x x x x x x

s t

x x x

x x x

  

  



  


  

  (3-41) 

式中，
ubj

sz 为系统性能函数在第 j 个样本下的最大值，
lbj

sz 为最小值。 

将m个样本值代入式(3-41)，共生成系统性能函数  sZ g  X 的m个最大值和

最小值，可分别表示为： 

  1 2, , ,
ub ub ubm

s s sz z z     (3-42) 

和 

  1 2, , ,
lb lb lbm

s s sz z z     (3-43) 

根据 3.2.2 小节所介绍的鞍点近似法，最好和最坏情况下的累积母函数可分别

计算为： 

  
32 4

32 4
1

2! 3! 4!

bestbest best
best best kk k

K k
 

       (3-44) 

  
32 4

32 4
1

2! 3! 4!

worstworst worst
worst worst kk k

K k
 

       (3-45) 

式中： 
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1

1

best
best s

k
m

   (3-46) 

 
   

 

2

2 1

2
1

best best

best
m s s

k
m m





  (3-47) 

 
    

  

3
2

1 1 2 3

3

2 3

1 2

best best best best

best
s m s s m s

k
m m m

 


 
  (3-48) 

 

        

      
   

4 2 2

1 1 2 2

2

1 3 4

4

6 12 3 1

4 1 1

1 2 3

best best best best

best best best

best

s m s s m m s

m m s s m m s
k

m m m m

   

   


  
  (3-49) 

    
1

, 1, 2, 3, 4
ub

m
i

best j
i s

j

s iz


    (3-50) 

 
1

1

worst
worst s

k
m

   (3-51) 

 
   

 

2

2 1

2
1

worst worst

worst
m s s

k
m m





  (3-52) 

 
      

  

3
2

1 1 2 3

3

2 3

1 2

worst worst worst worst

worst
s m s s m s

k
m m m

 


 
  (3-53) 

 

        

      
   

4 2 2

1 1 2 2

2

1 3 4

4

6 12 3 1

4 1 1

1 2 3

worst worst worst worst

worst worst worst

worst

s m s s m m s

m m s s m m s
k

m m m m

   

   


  
  (3-54) 

    
1

, 1, 2, 3, 4
lb

m
i

worst j
i s

j

s iz


    (3-55) 

3.4.3 可靠度计算 

根据式(3-7)可知，最好和最坏情况下的鞍点分别为式(3-56)和(3-57)的解。 

 
  2 3

3 4
1 2

d

d 2 6

best best best
best best

s

K k k
k k z

  



       (3-56) 

 
  2 3

3 4
1 2

d

d 2 6

worst worst worst
worst worst

s

K k k
k k z

  



       (3-57) 

显然，式(3-56)和(3-57)均存在三个解。对于解的选取，Yuen 等[169]进行了详细
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研究，如表 3-1 和 3-2 所示。一旦获得了鞍点
best

s


和
worst

s


，结合式(3-9)-(3-11)，则

可对失效概率的上、下界进行计算。 

      
1 1

Prub lb worst worst

f s s worst worst
P Z z w w

w v


 
       

 
  (3-58) 

      
1 1

Prlb ub best best

f s s best best
P Z z w w

w v


 
       

 
  (3-59) 

式中： 

  
1/2

sgn( ) 2 ( )worst worst worst worst

s s s sw z K          (3-60) 

 
1/2

( )worst worst

s sv K        (3-61) 

  
1/2

sgn( ) 2 ( )best best best best

s s s sw z K          (3-62) 

 
1/2

( )best best

s sv K        (3-63) 

表 3-1 不同情况下的最坏鞍点 worst

s


  

情况分类 最坏解 

4 0worstk   

    
2

3 3 2 4

4

2worst worst worst worst

lb

s worst

k k k k

k


 



 

    
2

3 3 2 4

4

2worst worst worst worst

ub

s worst

k k k k

k


 



 

 ,worst lb ub

s s s     

4 0worstk  ,  

    
2

3 2 42 0worst worst worstk k k     

worst

s R    

4 0worstk  , 3 0worstk  ,

    
2

3 2 42 0worst worst worstk k k     

    
2

3 3 2 4

4

2worst worst worst worst

lb

s worst

k k k k

k


  
  

 ,worst lb

s s     

4 0worstk  , 3 0worstk  ,

    
2

3 2 42 0worst worst worstk k k     

    
2

3 3 2 4

4

2worst worst worst worst

ub

s worst

k k k k

k


  
  

 ,worst ub

s s     
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表 3-2 不同情况下的最好鞍点 best

s
  

情况分类 最好解 

4 0bestk   

    
2

3 3 2 4

4

2best best best best

lb

s best

k k k k

k


 



 

    
2

3 3 2 4

4

2best best best best

ub

s best

k k k k

k


 



 

 ,best lb ub

s s s     

4 0bestk  ,  

    
2

3 2 42 0best best bestk k k     

best

s R    

4 0bestk  , 3 0bestk  ,

    
2

3 2 42 0best best bestk k k     

    
2

3 3 2 4

4

2best best best best

lb

s best

k k k k

k


  
  

 ,best lb

s s     

4 0worstk  , 3 0worstk  ,

    
2

3 2 42 0worst worst worstk k k     

    
2

3 3 2 4

4

2worst worst worst worst

ub

s worst

k k k k

k


  
  

 ,worst ub

s s     

3.5 算例分析 

航空发动机被誉为飞机的“心脏”，为飞机的动力源。随着工业水平的提高和

科技的不断进步，人们对航空发动机的性能指标如费用、体积、功率、油耗、可靠

性等都提出了更高的要求，同时，由于推重比的不断增加，使得发动机的结构更趋

复杂。涡轮盘作为航空发动机的关键零部件，其设计质量直接关系到发动机的性能

高低及其结构的完整性和可靠性。涡轮盘在工作时，转速较高且受高温高压燃气的

作用，导致故障频发，造成重大财产损失甚至人员伤亡。因此，对涡轮盘进行可靠

性分析是保障航空发动机安全运行的重要基础。本小节将分别采用本文所提方法

和经大量抽样的 IMCS 方法，计算图 3-4 所示涡轮盘的可靠度，并将两种方法所得

结果进行对比，以验证所提方法的准确性和工程适用性。 
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涡轮盘

 

图 3-4 航空发动机涡轮盘示意图 

对于图 3-4 所示的涡轮盘，其断裂判据的性能函数可表示为[181]： 

 

2
22

2
s s

C
Z S J


 


     (3-64) 

式中， , , ,s S  和 J 分别为强度极限、截面面积、转速、密度和转动惯量。 

由于加工工艺、材料性能以及测量等诸多不确定因素的影响，采用同一材料的

不同试样测得的强度极限并非一个固定值，而是围绕某一固定值上下波动，因此，

可用模糊变量描述强度极限的不确定性。在本例中，强度极限
s 为模糊变量，其

隶属函数为式(3-65)，涡轮盘的其它参数见表 3-3。 

  

850
, 850 MPa 1100 MPa

250

1, 1100 MPa

1500
, 1100 MPa 1500 MPa

400

s




  





 


 
 
  


  (3-65) 

根据式(3-16)和式(3-36)，模糊强度极限
s 可等效转换为正态随机强度极限

eqv

s ，且标准差和均值可分别计算为： 

 

1
0.5 ln 0.5

0.5 3251 1
129.6562

2 2

s
eqv
s

G
e e




 

 
         (3-66) 

 

 
 

   1100 1500

850 1100

1
d

d

850 15001
d d

325 250 400

1150

ub

eqv ub lb ss

lb s

U

U U

U





    

  

   
 

 

  
   

 






    (3-67) 
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式中， eqv
s

 和 eqv
s

 分别为等价强度极限
eqv

s 的标准差与均值。 

因此，等价强度极限
eqv

s 的概率密度函数为： 

  
 

2

2

1150

2 129.6562
1

2 129.6562eqv
f e



 








  (3-68) 

式中，  eqv
s

f


 为
eqv

s 的概率密度函数。 

表 3-3 涡轮盘参数[182] 

变量 均值 标准差 分布类型 

S  6.2048×10-3m2 1.2161×10-3 Normal 

C  [5.6682,6.1682] 0.2222 Normal 

  1293.2890rad/s 50.6969 Normal 

  8240kg/m3 484.5120 Normal 

J  1.2147×10-4m4 7.1422×10-6 Normal 

根据文献[183]，IMCS常用于含有 p-box变量的系统可靠性分析，且精度较高，

但对于失效概率低的系统，采用 IMCS 进行可靠性分析时，需要很大的计算量。在

本例中，分别采用所提方法和 IMCS 计算涡轮盘在不同失效阈值下失效概率

 Pr sZ z 的上下界，并记录每种方法的函数调用次数，对比结果见表 3-4 和图 3-

5。 

表 3-4 不同失效阈值下失效概率上界与下界 

失效阈值 z 上下界 -1.5×106 0 1.5×106 样本量 函数调用次数 

IMCS 

ub

fP  0.0001 0.0125 0.2487 

100000 300000 

lb

fP  0.00007 0.0082 0.2066 

所提方法 

ub

fP  0.0001 0.0108 0.2517 

1000 3000 

lb

fP  0.00006 0.0087 0.2089 
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概
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图 3-5 采用不同方法得到的涡轮盘累积失效概率 

由表 3-4 和图 3-5 可知，在任一给定的失效阈值下，当涡轮盘的参数中存在 p-

box 变量时，结构失效概率均为一个区间。同时，采用本章所提方法和 IMCS 计算

所得的累积失效概率较为接近，但前者所需的样本量仅为 IMCS 的百分之一，相应

的函数调用次数也更少。对比结果表明：采用本章所提方法在进行可靠性分析时，

可得到与 IMCS 相近的计算结果，但所需样本量小，计算效率高。 

3.6 本章小结 

本章根据随机变量的概率熵等于模糊变量的模糊熵，将模糊变量向正态随机

变量进行转换，并结合拉丁超立方抽样和鞍点近似，提出了基于等效转换的系统可

靠性分析方法，以实现系统在模糊和 p-box 变量同时存在下的可靠性分析。采用本

章所提方法对系统进行可靠性分析时，只需要计算失效概率的上界和下界，避免了

复杂的积分过程，同时，本章所提方法的计算结果与 IMCS 相近，但所需的样本量

较少，计算效率更高。需要指出的是，采用本章所提方法进行系统可靠性分析，得

到的失效概率上界和下界均为近似值，而非精确值。然而，样本量越大，预测结果

相应地就越准确，需要在精度和计算效率之间加以权衡。 
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第四章 考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法 

本文第三章研究了混合不确定性下的系统可靠性分析方法，但该方法默认系

统仅有完好和完全失效两种状态。随着机械产品结构的复杂化和功能的多元化，单

个零部件或子系统的故障往往不会导致产品的完全失效，只会让产品的性能水平

发生一定程度的下降，从而使整个系统呈现多态性。在对多态系统（Multi-State 

System, MSS）进行可靠性分析时，经常面临数据收集不准确、不充足等问题。再

加上为了减轻计算量，常对连续状态系统进行近似。另外，多态系统中的元件或子

系统之间常常存在相关性，因此，多态系统的可靠性分析往往较难开展。为解决以

上问题和难点，本章基于模糊通用生成函数（Fuzzy Universal Generating Function, 

FUGF），引入零部件或子系统间的主从关系，提出一种考虑相关性的多态系统模糊

可靠性分析方法。 

4.1 引言 

受磨损、疲劳、变形等因素的影响，机械系统的性能水平不可避免地发生退化。

伴随着系统的复杂化、精细化及多功能化，系统的性能由最简单的二元状态转变为

随性能退化的多状态。如何准确、有效地评估不确定性下多态系统的可靠性已成为

现今工程实际中亟待解决的难题。Hirsch 等[85]首次提出多态系统这一概念，随后，

Barlow 和 Wu[86]、Neweihi 等[87]将多态理论应用到单调关联系统。经过几十年的研

究，针对多态系统已引入和发展了多种技术和方法，包括：布尔模型扩展方法、随

机过程法、蒙特卡洛仿真法、通用生成函数（UGF）法或基于 UGF（UGF-based）

的方法、递归算法。Ushakov[101]将生成函数扩展为 UGF。随后，Levitin 等[102-103]、

Lisnianski 和 Ding[104]分别将 UGF 方法引入到可靠性分析领域中。Levitin 等[102]通

过 UGF 方法对多态串并联系统进行了冗余优化。随后，Levitin[103]又采用 UGF 方

法对含有两种失效模式的多态系统的可靠性进行评估。同时，Lisnianski 和 Ding[104]

联合随机过程方法与通用生成函数方法来计算多态系统的可靠度。Ding[105]利用模

糊通用生成函数来评估多态系统的可靠性。Zuo 和 Tian[106]提出一种递归方法评估

广义多态 k/n 系统的可靠性。Li 和 Zuo[107]扩展两种多态加权 k/n 系统，提出应用

递归算法评估可靠性。Sharma 等[108]针对多态串并联系统中的异构冗余分配问题，

提出了在给定可靠性约束条件和负载要求下的可靠性设计优化方法。Levitin 和

Xing[109]提出一种计算共因失效下复杂串并联多态系统性能分布的算法。 

综上，针对多态系统的可靠性评估已开展了较多研究工作，也取得了较为丰富
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的成果。但尚未在基于通用生成函数或模糊通用生成函数的可靠性分析方法中考

虑元件或子系统之间的主从关系。因此，本章将主从关系引入到多态系统，结合模

糊通用生成函数，提出考虑相关性的模糊多态系统可靠性分析新方法。 

4.2 多态系统简介 

在通信、电力、核工业、航空航天及其它许多领域中，系统及其元件通常具有

多种性能水平（或多态特征），因此将其命名为多态系统。通常，多态系统用于具

有诸如性能退化、不完全覆盖（Imperfect Coverage, IPC）以及维修复杂等特性的系

统建模。传统二态系统仅有两种明确的状态：完好状态和完全失效状态，因此，二

态系统可视为多态系统中最简单的情形。多态系统与二态系统的区别如图 4-1 所

示。 

x

 Pr G x

3g2g1 0g  4g 5gg

二态系统

五状态多态系统

 

图 4-1 二态系统和多态系统的性能累积分布 

图 4-1 中， g为二态系统能达到的最大性能水平，
1 5g g 分别为多态系统不

同状态下的性能水平。 

具有以下情形的系统均可认为是多态系统[184]： 

（1）系统包含不同的能对整个系统性能产生累积影响的二态单元，最典型的

k/n 系统就属于这种情形； 

（2）由于元件性能退化，如疲劳、局部失效等，或外部环境变化而导致整个

多态系统性能（或状态）退化。 

假设多态系统由n个元件组成，元件  1j j n  具有 jk 种不同的状态，其相应
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的性能水平可用以下集合表示： 

  1 2, , ,
jj j j jkg g gg   (4-1) 

式中， jig 为元件 j 在状态  , 1, 2, , ji i k 下的性能水平。 

对任意时刻 0t  ，元件 j 的性能水平  jG t 为随机变量，且其值包含于

 :j j jG t g g 。假设多态系统的工作周期为T ，那么在时间段  0, T 内，性能水平

 jG t 是一个随机过程。对于任意时刻 t ，元件 j 处于不同性能水平的概率可表示为： 

         1 2= , , ,
jj j j jkt p t p t p tp   (4-2) 

式中，       = Pr , 1,2, ,ji j ji jp t G t g i k  。 

元件状态构成了完备的事件集，且完备事件集中的各事件互斥，因此有： 

  
1

1, 0
jk

ji

i

p t t T


     (4-3) 

假设多态系统有 K 个状态，且其性能水平  1, 2, ,ig i K 能够通过系统元件

或子系统的性能水平进行确定。多态系统可能拥有的最大状态数为： 

 
1

n

j

j

K k


   (4-4) 

设  1, , Kg gV ，    
111 1 1, , , ,

n

n

k n nkg g g g  R 为两个空间，且空间 n
R

为 n 个元件所有可能的性能水平的集合，空间 V 为系统性能水平空间。函数

      1 2, , , : n

nf G t G t G t R V 为元件性能水平空间到系统性能水平空间的映

射，将其定义为系统功能函数： 

         1 2, , ,s nG t f G t G t G t   (4-5) 

由于不同元件性能水平组合可能会产生同一种系统性能水平，因此最终的系

统性能水平数可能小于元件的组合数。若不考虑这种情况，则可得到系统在时刻 t

处于状态 i 的概率为： 

      
1

, 1,2, , ;1
j

n

i ji j j

j

p t p t i K i k


      (4-6) 

式中，  ip t 为整个系统在时刻 t 下处于状态 i 的概率，  
jjip t 为系统状态为 i 时元件

j 处于相应性能水平的概率。 
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4.3 考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法 

4.3.1 模糊通用生成函数 

考虑 n 个独立随机变量
1 2, , , nX X X 及由

1 2, , , nX X X 组成的任意函数

 1 2, , , nf X X X ，每个随机变量
iX 的概率分布可表示为： 

      1 2 1 2, , , ; , , , , 1,2, ,
i ii i i ik i i i ikx x x p p p i n  x p   (4-7) 

式中，
ik 为随机变量

iX 可能的取值个数。 

对
iX 进行 z -变换可得： 

    
1

, 1,2, ,
i

iji

i

i

k
x

i ij

j

u z p z i n


    (4-8) 

为得到函数  1 2, , , nf X X X 的 z -变换，定义复合算子 f 为： 

 

        

 

1 2

1 21 2

1 2

1 2

1 2
1 21 2

1 2

1 2

1 2

1 1 1

, , ,

1 1 1 1

, , ,

, , ,
n

njj j n

n

n

n
j j njn

i

n

s f n

kk k
xx x

j j njf
j j j

kk k n
f x x x

ij

j j j i

U z u z u z u z

p z p z p z

p z

  

   

 

 
   

 

 
  

 

  

  

  (4-9) 

式中，  sU z 为函数  1 2, , , nf X X X 的 z -变换。 

基于 z -变换和复合算子的方法称为通用生成函数法（Universal Generating 

Function, UGF）。在通用生成函数法中，进行 z -变换后得到的函数称为u -函数。u-

函数虽具有一般多项式的形式，但其乘法运算与普通多项式的乘法运算不同，完全

遵循复合算子的定义。 

为了便于理解，以一个包含两个随机变量
1X 和

2X 的简单系统为例，对通用生

成函数方法进行阐述。已知系统性能水平  1 2 1 2,G f X X X X  由两个随机变量
1X

和
2X 决定，

1X 和
2X 的概率分布分别为： 

        1 11 12 1 11 12, 4,9 ; , 0.2,0.8 .x x p p   x p   (4-10) 

和 

        2 21 22 23 2 21 22 23, , 0,1,2 ; , , 0.2,0.2,0.6 .x x x p p p   x p   (4-11) 

根据式(4-8)，可得
1X 和

2X 的u -函数： 

   11 12 4 9

1 11 12 0.2 0.8
x x

u z p z p z z z      (4-12) 

   2321 22 0 1 2

2 21 22 23 0.2 0.2 0.6
xx x

u z p z p z p z z z z        (4-13) 



电子科技大学博士学位论文 

54 

对式(4-12)和(4-13)中的u -函数运用复合算子，可得系统性能水平的u -函数为： 

 

      

 
1 2

4 9 0 1 2

4 0 4 1 4 2 9 0 9 1 9 2

0 4 8 9 18

,

0.2 0.8 ,0.2 0.2 0.6

0.04 0.04 0.12 0.16 0.16 0.48

0.2 0.04 0.12 0.16 0.48

s f

f

U z u z u z

z z z z z

z z z z z z

z z z z z

     

 

    

     

    

  (4-14) 

根据式(4-4)，系统可能的最大状态数为 2 3 6K    。在式(4-14)中，由于存在

不同元件性能水平组合对应同一个系统性能水平的情况，因此，状态数由 6 减少

到 5。 

模糊通用生成函数法是在通用生成函数法基础上考虑模糊性的一种方法，是

通用生成函数法的延伸与扩展。二者区别仅在于处理系统的性能水平和相应概率

的方式不同，通用生成函数法将其视为精确值，而在模糊通用生成函数法中，为考

虑信息的模糊性而将系统的性能水平和（或）相应概率视为模糊值。 

采用模糊通用生成函数可将系统u -函数表示为： 

         1 2

1

, , , i

M
g

s n i

i

U z u z u z u z p z



     (4-15) 

式中，  sU z 为整个模糊多态系统的性能水平的u -函数，  为模糊复合算子，M

为整个系统的状态数，
ig 和

ip 分别为模糊性能水平和对应模糊概率。 

4.3.2 考虑相关性的多态系统模糊可靠性建模与分析 

传统多态系统模型认为构成系统的元件之间相互独立，这种假设往往不符合

工程实际，因为系统的一个元件或子系统失效可能导致其它元件或子系统失效，甚

至有时一个元件的性能水平可能受另外元件的状态控制。此外，传统多态系统模型

将所有元件的性能水平及相应概率视为精确值，但实际中元件的性能水平及相应

概率常常为无法确定的模糊值，例如，应力为 500MPa 左右，应力均值为 500MPa

的概率为 0.8 左右。因此，为提高模型的精度和工程适用性，元件的性能水平及其

相应概率应视为模糊值，本文将基于模糊通用生成函数（Fuzzy Universal Generating 

Function, FUGF），提出考虑元件主从关系的多态系统模糊可靠性分析方法。 

假设有一由 n个元件组成的模糊多态系统，其中，元件 r 的状态会影响其它

1n 个相互独立的元件的性能水平。在这种情形下，可定义元件 r 为主元件，其它

1n 个元件为关联元件。主元件性能水平的概率分布表示为： 

    1 2 1 2, , , ; , , , .r rn n

r r r r r r r rg g g p p p g p   (4-16) 

式中，
1 rn

r rg g 表示主元件 r 的
rn 个性能水平，

1 rn

r rp p 为对应的概率。 
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其它 1n 个关联元件性能水平的条件概率分布（Conditional Probability 

Distribution, CPD）为： 

 
 

   

1 2

1 2

, , , ;

, , , . 1,2, , ; 1,2, ,

ji

ji

m

j i j i j i j i

m

rj i j i j i j i

g g g

p p p i n j n j r



   

g

p 且
  (4-17) 

式中， jim 为元件 j 在状态 i 条件下的状态数。 

根据式(4-17)，将元件 j 的模糊性能水平重新定义为： 

  1 2

1

, , ,
r

j

n
n

j j j jj i

i

g g g


 g g   (4-18) 

式中， jn 为元件 j 的模糊水平数，且
1

rn

j jh

h

n m


 ，相应的条件概率也可重新定义为： 

    1 2, , , , 1,2, , ; 1,2, ,jn

rj i j i j i j i
p p p j n j r i n    p 且   (4-19) 

式中： 

  
0,

, 1,2, ,
,

h

j j ih

jj i h h

jj i j i

g
p h n

p g

 
 



g

g
  (4-20) 

结合式(4-18)-(4-20)，元件 j 性能水平的条件概率分布可以表示为： 

 

 

 

 

 

1 2

1 2

1 1 1 1

1 2

2 2 2 2

1 2

, , , ;

, , ,

, , ,

, , ,

j

j

j

j

r r r r

n

j j j j

n

j j j j

n

j j j j

n

j n j n j n j n

g g g

p p p

p p p

p p p



 

 

 

g

p

p

p

  (4-21) 

将元件 j 的状态通过以下途径进行排序： 

 
,max ,maxh k

j jh k g g     (4-22) 

式中，  ,max maxh h h h

j j j jg g g G  ，  ,max maxk k k k

j j j jg g g G  ， h

jG 和 k

jG 为对象集合。 

根据式(4-8)，元件 j 性能水平的u -函数为： 

  
1

j
h
j

n
gh

j j

h

u z z


p   (4-23) 

式中，  , 1, 2, ,h

j jh np 为矢量，且满足： 
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  1 2
, , ,

r

h h h h

j j j j n
p p pp   (4-24) 

对于整个模糊多态系统（Fuzzy Multi-State System, FMSS），其性能水平的u -

函数可计算为： 

 

        
1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1

1

, , ,

, , , ,
nr

hh h h
nr

i

s n

nn n n
gg g gh h h h

r n

h h h h

M
g

i

i

U z u z u z u z

z z p z z

p z





   



 

 
   

 



   



p p p   (4-25) 

式中，  sU z 为整个模糊多态系统的性能水平的u -函数，  为模糊复合算子，M

为整个系统的状态数，
ig 和

ip 分别为性能水平和对应概率。 

在传统的多态系统模型中，若系统性能水平
ig 不低于需求 d ，则认为系统性能

在状态 i 下必然是完好的；而当系统性能水平
ig 低于需求 d 时，则认为系统失效。

在这两种情形下，系统完好或失效的边界比较清晰。然而，对于模糊多态系统模型，

边界则变得模糊。例如，假定状态 i 下性能水平
ig 可表示为三角模糊数  , ,L M Ua a a ，

系统性能需求为常数 d 。根据图 4-2，当 La d 时系统处于完全正常状态，而当

Ua d 时系统则处于完全失效状态。然而，当 L Ua d a  时，状态 i 则为一个模糊

状态，此时系统可能正常工作，也可能发生失效。 

1

 
ig ig

/ig dLa Ma Ua

(1)d (2)d (3)d

0

 

图 4-2 模糊性能水平与性能需求 

为提高实际应用中的合理性，有时将系统需求用模糊数 d 表示，若将系统性能
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与需求之间的差定义为系统性能充裕度系数，则有： 

   , , ,
i

i i i i i i ig d g G d D


           (4-26) 

式中，    sup min ,
i i ii

i g d g d
     ，

ig 和
d

 分别是
ig 和 d 的隶属函数，

iG 和D

为对象集合，集合元素分别用
ig 和 d 表示。对于状态 i ，若 0i  ，则系统性能水平

充裕，系统完好；而当 0i  时，则认为系统性能水平不足，系统失效。 

Dhar[185]将模糊集  : 0,1i i   的势定义为模糊集的隶属度之和，即： 

  
i

i i

i i


  


    (4-27) 

式中，
i 称为 i 的势或 sigma-计数，

i 为对象集合，其集合元素用
i 表示。 

设 i

 为
i 的一个子集，且满足： 

  0i i i i       (4-28) 

和 

       , ,
ii i

i i i i i i i 
         

           (4-29) 

根据式(4-27)，模糊集 i
的势可计算为： 

  
i

i i

i i


  

 

 



    (4-30) 

定义模糊集 i
的相对势为： 

 /i i i
r

      (4-31) 

式中， i
r

  为相对势，且满足： 

(1) 状态 i 下的性能水平不足，则有 0i
r

   ； 

(2) 状态 i 下的性能水平充裕，则有 1i
r

   。 

定义模糊复合算子 sys ，则可通过式(4-32)计算模糊多态系统的模糊可靠性。 

 

  

   

 

1

1

,

,

, , ,

, ,

i

i

sys s

M
g

sys i

i

sys i i p i i i
r

M

i i i iR r
i

R U z d

p z d

p p p P

R R R p p P

 

 









 

 
   

 

  

 
   
 





  (4-32) 
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式中，    
1 2

1

sup min , , ,M
M

i i
r

i

p p pR
R p

R


   




 




，
1
, ,

Mp p  分别为
1, , Mp p 的隶

属函数， R 为多态系统的模糊可靠度。 

综上，对模糊多态系统，将元件的性能水平及其相应概率视为模糊数以考虑二

者的模糊性。同时，通过理论分析并与实践相结合，实现系统主元件的识别，并根

据主元件与其他元件之间的关系获得其它元件的条件概率分布，以此将元件之间

的相关性引入到可靠性分析中。然后，基于通用生成函数可获取整个模糊多态系统

性能水平的概率分布，并考虑状态 i 下的模糊性能需求，利用式(4-27)、(4-30)和

(4-31)分别计算模糊集 i 和 i
的势

i 、
i
 以及相对势 i

r
  ，最后，通过定义复合

算子则可考虑系统的所有状态，根据式(4-32)可得整个模糊多态系统的可靠度。此

即为本章所提出的考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法，具体实施流程如

图 4-3 所示。 

获得整个模糊多态系统性能水平的概率分布

识别主元件、获取关联元件性能水平的条件概率分布

考虑系统的所有状态，计算多态系统的模糊可靠度

在状态   下，对一给定模糊性能需求，分别计算i

计算模糊多态系统在状态  下的模糊可靠度i

i i


i
r

 
、       、

 

图 4-3 考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析流程 

根据图 4-3 所示的流程图，结合通用生成函数，再定义复合算子则可在可靠性

分析中考虑多态系统的模糊性和系统元件之间的相关性，至此，可靠性分析的关键

点则为复合算子的定义和计算。目前，由于工程实际的要求和科技的发展，机械系

统日趋复杂化，往往具有不同类型的子系统，而不同类型的系统其复合算子各不相

同，本章将在下一小节对不同系统的复合算子的定义和计算进行探讨。 
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4.3.3 模糊复合算子 

4.3.3.1 串联模糊复合算子 

对于串联系统，整个系统的性能水平取决于性能水平最低的元件。根据模糊数

学的解析定理，系统性能
ig 可用 -水平截集进行描述。 

 

 
1 21 2, , , , ,

,

j ni s i i ji ni

i

i i

g g g g g

g

a c





 







 



   

  (4-33) 

式中， s 为串联模糊复合算子，  1 1,2, ,
jig j n 状态 i 下元件 j 的性能水平， ig

为

模糊集
ig 的 -水平截集，且   

ii i g ig g g    。 

设串联系统包括两个元件，且其性能水平可分别用  
1 1 11 1 1, ,i i ia b c 和  

2 2 22 2 2, ,i i ia b c

表示。模糊集
ig 的 -水平截集可用一个区间  ,i ia c  表示，如图 4-4 所示，

ig 可以

图 4-4 中的实线表示。 

ia

ic

1



11ia
22ia

11ic
22ic

ig

g

g

interval

11ib
22ib

 

图 4-4 模糊集
ig 的 -水平截集 

式(4-33)可改写为： 
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 

   

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

,

,

min , ,min ,

i s i i

i i

i i i i

g g g

a c

a a c c

 



   







 

   

 
 

  (4-34) 

对于不同的数值关系，式(4-34)有 8 种可能的结果。 

情形 1：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。这种情形下，

11ig 必然小于等于
22ig ，

 
1 21 2,s i ig g 可表示为一个三角模糊数  

1 1 11 1 1, ,i i ia b c 。 

情形 2：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。这种情形下，  

1 21 2,s i ig g 可由式(4-35)

表示，如图 4-5 所示。 

 
   

1

1 1

1 1

1 2 1 1 2

11 21 2

1 1 1 1 2 2

2 2 1 1 2

2

2 2 1 1 2 2

1

1 1

1 1

1 2 1 1 2

1,
1 1 1 1 2 2

2 2 1 1 2

2

2 2 1 1 2 2

,

,

,

s i i

i

i i

i i

i i i i i

ig g
i i i i i i

i i i i i

i

i i i i i i

g a
a g b

b a

c g c b c b
g b g

c b b c b c

c g c b c b
g c

c b b c b c




 
 


  

  
   

  
  
    

  (4-35) 

1

11ia
22ia

22ic
11ic

ig

g

g

11ib
22ib

0

 11ia

22ia

11ic

22ic

 

图 4-5 情形 2 下  
1 21 2,s i ig g 的隶属函数 

情形 3：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。如图 4-4 所示，  

1 21 2,s i ig g 的隶属函

数为： 
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   

1 1 2 2 1

1

1 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1

2

2 2 2 1 2 1

1 21 2

2 2 1 1 2

2

2 2 1 1 2 2

1

1 1 2 2 1

1

1 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1

2

2 2 2 1 2 1

,
2 2 1 1 2

2

2 2 1 1 2 2

1

,

,

,
s i i

i i i i i

i

i i i i i i

i i i i i

i

i i i i i i

g g
i i i i i

i

i i i i i i

i

g a a b a b
a g

b a b b a a

g a a b a b
g b

b a b b a a
g

c g c b c b
b g

c b b c b c

c g




 
 

   

 
 

   


 
 

   


2 1 1 2

1

1 1 1 1 2 2

2 1 1 2

1

1 1 1 1 2 2

,
i i i i

i

i i i i i i

c b c b
g c

c b b c b c











 

 
   

  (4-36) 

情形 4：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。如图 4-6 所示，  

1 21 2,s i ig g 的隶属函

数为： 

 
   

1 1 2 2 1

1

1 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1

21 21 2

2 2 2 1 2 1

2

2 2

2 2

1 1 2 2 1

1

1 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1

2,
2 2 2 1 2 1

2

2 2

2 2

,

,

,

s i i

i i i i i

i

i i i i i i

i i i i i

ig g
i i i i i i

i

i i

i i

g a a b a b
a g

b a b b a a

g a a b a b
g g b

b a b b a a

c g
b g c

c b




  
 

   
  

  
   

 
  
 

  (4-37) 

1

11ia
22ia

22ic
11ic

ig

g

g

11ib
22ib

0


11ia

22ia

11ic

22ic

 

图 4-6 情形 4 下  
1 21 2,s i ig g 的隶属函数 

情形 5：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。此种情形下，

11ig 必然小于等于
22ig ，

 
1 21 2,s i ig g 可表示为一个简单的三角模糊数  

2 2 22 2 2, ,i i ia b c 。 
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情形 6：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。如图 4-7 所示，  

1 21 2,s i ig g 的隶属函

数为： 

 
   

2

2 2

2 2

2 1 2 2 1

21 21 2

2 2 2 2 1 1

2 1 2 2 1

1

2 2 2 2 1 1

2

2 2

2 2

2 1 2 2 1

2,
2 2 2 2 1 1

2 1 2 2 1

1

2 2 2 2 1 1

,

,

,

s i i

i

i i

i i

i i i i i

ig g
i i i i i i

i i i i i

i

i i i i i i

g a
a g b

b a

c g c b c b
g b g

c b b c b c

c g c b c b
g c

c b b c b c




 
 


  

  
   

  
  
    

  (4-38) 

1

22ia
11ia

11ic
22ic

ig

g

g

22ib
11ib

0

 22ia

11ia

22ic

11ic

 

图 4-7 情形 6 下  
1 21 2,s i ig g 的隶属函数 

情形 7：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。如图 4-8 所示，  

1 21 2,s i ig g 的隶属函

数为： 

 
   

2 2 1 1 2

2

2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2

1

1 1 1 2 1 2

1 21 2

1 1 2 2 1

1

1 1 2 2 1 1

2

2 2 1 1 2

2

2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2

1

1 1 1 2 1 2

,
1 1 2 2 1

1

1 1 2 2 1 1

2

,

,

,
s i i

i i i i i

i

i i i i i i

i i i i i

i

i i i i i i

g g
i i i i i

i

i i i i i i

i

g a a b a b
a g

b a b b a a

g a a b a b
g b

b a b b a a
g

c g c b c b
b g

c b b c b c

c g




 
 

   

 
 

   


 
 

   


1 2 2 1

2

2 2 2 2 1 1

1 2 2 1

2

2 2 2 2 1 1

,
i i i i

i

i i i i i i

c b c b
g c

c b b c b c











 

 
   

  (4-39) 
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22ia

11ia

1



22ia
11ia

22ic
11ic

ig

g

g

22ib
11ib

22ic
11ic

 

图 4-8 情形 7 下  
1 21 2,s i ig g 的隶属函数 

情形 8：
1 21 2i ia a ，

1 21 2i ib b 且
1 21 2i ic c 。如图 4-9 所示，  

1 21 2,s i ig g 的隶属函

数为： 

 
   

2 2 1 1 2

2

2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2

11 21 2

1 1 1 2 1 2

1

1 1

1 1

2 2 1 1 2

2

2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2

1,
1 1 1 2 1 2

1

1 1

1 1

,

,

,

s i i

i i i i i

i

i i i i i i

i i i i i

ig g
i i i i i i

i

i i

i i

g a a b a b
a g

b a b b a a

g a a b a b
g g b

b a b b a a

c g
b g c

c b




  
 

   
  

  
   

 
  
 

  (4-40) 

1

22ia
11ia

11ic
22ic

ig

g

g

22ib
11ib

0


22ia

11ia

22ic

11ic

 

图 4-9 情形 8 下  
1 21 2,s i ig g 的隶属函数 
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4.3.3.2 并联模糊复合算子 

对于并联系统，系统的性能水平等于所有元件性能水平之和。根据三角模糊数

的算术运算规则，有： 

 

 
1 21 2

1 1 1

, , , , ,

, ,

j n

j j j

i p i i ji ni

n n n

ji ji ji

j j j

g g g g g

a b c
  

 

 
  
 
  

  (4-41) 

式中， p 为并联模糊复合算子，三角模糊数  , ,
j j jji ji jia b c 为状态 i 下元件 j 的性能

水平。 

对应概率
ip 可表示为： 

 
1 1 1

, ,
j j j

n n n
p p p

i ji ji ji

j j j

p a b c
  

 
  
 
     (4-42) 

式中，三角模糊数  , ,
j j j

p p p

ji ji jia b c 表示状态 i 下元件 j 处于相应性能水平的概率。 

若系统为串并联混合系统，则通常将整个系统划分为不同的子系统。当串联子

系统数或并联子系统中元件个数大于 2 时，则通过以下三个步骤进行简化： 

步骤 1：计算串联或并联子系统中两个元件的 FUGF。 

步骤2：将步骤1中的两个元件视为一个新元件，并用新元件代替这两个元件。 

步骤 3：通过步骤 2 的替换，若串联或并联子系统中的元件个数仍大于 2，则

返回步骤 1，重复以上步骤直至最初的混联系统只包含一个元件。 

通过以上三个步骤，可将任意混联系统转化为单一元件系统，但对于元件数较

多的系统，所需要的计算量较大。为简化计算流程，在串联系统中可采用如下近似

算法： 

 

 

   

      

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

,

,

min , ,min ,

= min , ,min , ,min ,

i s i i

i i

i i i i

i i i i i i

g g g

a c

a a c c

a a b b c c

 



   







 

   

  
 

  (4-43) 

至此，串联系统、并联系统以及串并联混合系统的模糊复合算子可得以定义，

结合 4.3.1 小节提出的模型和式(4-27)、(4-30)-(4-32)，则可考虑多态系统可靠性评

估过程中数据的模糊性以及主元件与从属元件间的相关性，为多态系统可靠性的

综合评估提供更为全面的思路和方向。 
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4.4 算例分析 

为验证本章所提方法，即考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法的工程

适用性，本小节将针对两个实例，即核电站供能系统和矿用挖掘机推压机构液压子

系统，分析系统可靠性评估中的数据模糊性，根据实际情况鉴别系统主元件以及主

元件和其它元件间的关系，并应用本章所提方法进行模糊可靠性建模和分析，探讨

该方法在实际工程应用中的可行性和准确性。 

4.4.1 核电站供能系统模糊可靠性分析 

核电站的工作原理是核燃料在“反应堆”设备内发生裂变产生大量热能，利用

高压条件下的水将热能带出，并在蒸汽发生器内将热水变为蒸汽，从而推动汽轮机

带着发电机一起旋转，最终输出电能。已知某小型核电站G 给某学校供能，如图 4-

10 所示，该核电站包括两个子系统，即供电子系统
1G 和供热子系统

2G 。核电站蒸

汽发生器内的一部分蒸汽用于供电子系统发电，另外一部分用于供热子系统供热，

且该核电站以供电为主。其中，供电子系统按照不同需求可分为三种不同的工作状

态：满负荷运行、部分负荷运行以及停机检修。要求该核电站供能功率为不低于

26MW 左右的可靠度为 0.75。由于该核电站以供电为主，因此，供热子系统的性

能水平受供电子系统的性能水平控制，这样，供电子系统
1G 即为核电站系统的主

元件，而供热子系统
2G 则为从属元件。 

供电子系统 供热子系统

小型核电站

1G 2G

G

学校
 

图 4-10 某小型核电站供能示意图 
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已知供电子系统性能水平的概率分布为： 

 

   

 

      

1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

1 1 1 1

, , 50,20,0 ;

, ,

0.695,0.7,0.705 , 0.09,0.1,0.105 , 0.195,0.2,0.21 .

g g g

p p p

 





g

p   (4-44) 

式中，
1 3

1 1g g 为供电子系统不同状态下的性能水平，
1 3

1 1p p 为对应的概率。 

已知状态 1、状态 2、状态 3 下，供热子系统性能水平的条件概率分布分别为： 

 
   

    

1 2 3

21 21 21 21

1 2 3

21 21 21 21

, , 20,15,5 ;

, , 0.6, 0.18,0.2,0.205 ,0.2 .

g g g

p p p

 

 

g

p
  (4-45) 

 
   

   

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

, , 15,10,6 ;

, , 0.7,0.2,0.1 .

g g g

p p p

 

 

g

p
  (4-46) 

 

1

2 3 2 3

1

2 3 2 3

0;

1.

g

p

 

 

g

p
  (4-47) 

式中， 1 3

21 21
g g 为状态 1 下，供热子系统的性能水平， 1 3

21 21
p p 为对应的概率；

1 3

2 2 2 2
g g 为状态 2 下，供热子系统的性能水平， 1 3

2 2 2 2
p p 为对应的概率； 1

2 3
g 为状

态 3 下，供热子系统的性能水平， 1

2 3
p 为对应的概率。 

根据式(4-21)-式(4-22)，可得供热子系统性能水平的条件概率分布为： 

 

   

    

   

1 2 3 4 5 6

2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6

21 21 21 21 21 21 21

1 2 3 4 5 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

2 3 2 3 2 3

, , , , , 20,15,10,6,5,0 ;

, , , , , 0.6, 0.18,0.2,0.205 ,0,0,0.2,0 ;

, , , , , 0,0.7,0.2,0.1,0,0 ;

, ,

g g g g g g

p p p p p p

p p p p p p

p p p

 

  

  

 

g

p

p

p    3 4 5 6

2 3 2 3 2 3 2 3
, , , 0,0,0,0,0,1 .p p p 

  (4-48) 

式中，
1 6

2 2g g 为供热子系统所有可能出现的性能水平， 1 6

21 21
p p 、 1 6

2 2 2 2
p p 、

1 6

2 3 2 3
p p 分别为状态 1、状态 2、状态 3 下，供热子系统对应各性能水平的概率。 

根据式(4-21)、(4-24)和(4-48)可得： 
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   

    

       

       

1 1 1 1

2 21 2 2 2 3

2 2 2 2

2 21 2 2 2 2

3 3 3 3 4 4 4 4

2 221 2 2 2 3 21 2 2 2 3

5 5 5 5 6 6 6 6

2 221 2 2 2 3 21 2 2 2 3

, , 0.6,0,0 ;

0.18,0.2,0.205 ,0.7,0 ;

, , 0,0.2,0 ; , , 0,0.1,0 ;

, , 0.2,0,0 ; , , 0,0,1 .

p p p

p p p

p p p p p p

p p p p p p

 

 

   

   

p

p

p p

p p

, ,
(4-49) 

式中，  21 2 2 2 3
, , 1,2, ,6h h hp p p h  分别为供热子系统在状态 1、状态 2、状态 3 下性

能水平取 2

hg 的概率。 

根据式(4-23)，供电子系统和供热子系统的u -函数分别为： 

 
 

     

1 2 3
1 1 11 2 3

1 1 1 1

50 20 00.695,0.7,0.705 0.09,0.1,0.105 0.195,0.2,0.21

g g g
u z p z p z p z

z z z

  

  
  (4-50) 

 

 

      

     

2

6

2 2

1

20 15 10

6 5 0

0.6,0,0 0.18,0.2,0.205 ,0.7,0 0,0.2,0

0,0.1,0 0.2,0,0 0,0,1

hgh

h

u z z

z z z

z z z





  

  

p

  (4-51) 

由于要求的性能水平为总功率，则系统输出性能为两个子系统性能水平之和，

系统可视为并联系统。 

根据式(4-41)和(4-42)，系统性能水平的u -函数可表示为： 

 

      

   

 

   

 

1 2

50 20 50 15 50 10

50 6 50 5 50 0 20 20

20 15 20 10

20 6 20 5 2

,

0.417,0.42,0.423 0.1251,0.14,0.144525 0

0 0.139,0.14,0.141 0 0

0.063,0.07,0.0735 0.018,0.02,0.021

0.009,0.01,0.0105 0 0

p pU z u z u z

z z z

z z z z

z z

z z z

  

   

 

 

 

  

   

 

  

 

   

   

   

 

0 0 0 20 0 15

0 10 0 6 0 5 0 0

70 65

55 35

30 26

0

0 0

0 0 0 0.195,0.2,0.21

= 0.417,0.42,0.423 0.1251,0.14,0.144525

0.139,0.14,0.141 0.063,0.07,0.0735

0.018,0.02,0.021 0.009,0.01,0.0105

0.195,0.2,0.21

z z

z z z z

z z

z z

z z

z

  

   

 

   



 

 



  (4-52) 

由式(4-52)可知，该热电机组具有 7 种性能水平。假设系统要求的输出功率可

用三角模糊数  20, 26, 28d  来表示，模糊集  1, 2, ,7i i   的相对势可通过以下

步骤进行计算： 

(1) 对于状态 1,2,3,4,5i  ，性能水平充裕， ig d ，则 1i
r

   ； 
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(2) 对于状态 7i  ，性能水平不足， ig d ，则 0i
r

   ； 

(3) 对于状态 6i  ，    26 20,26,28 2,0,6i     ，  1/ 2 6 2 4i        ； 

 1/ 2 6 0 3i
     ， 3/ 4 0.75i

r
    。 

根据式(4-32)则可得到模糊多态系统的模糊可靠度。 

 

  

   

   

   

 

 

7

1

,

0.417,0.42,0.423 1 0.1251,0.14,0.144525 1

0.139,0.14,0.141 1 0.063,0.07,0.0735 1

0.018,0.02,0.021 1 0.009,0.01,0.0105 0.75

0.195,0.2,0.21 0

0.76885,0.7975,0.8109

ig

sys s i

i

R U z d p z


  

   

   

   

 





  (4-53) 

由于要求核电站输出功率为不低于 26MW 左右的可靠度为 0.75，根据式(4-53)

可知，该核电站的供能水平能够达到所要求的可靠度。 

4.4.2 矿用挖掘机推压机构液压子系统模糊可靠性分析 

矿用挖掘机液压系统包含多个子系统，而每个子系统又由基本回路和辅助回

路构成。挖掘机在完成推压、提升、回转和卸料这一工作循环过程中，整个子系统

的总压力受子系统油路上的总安全阀控制，各工作支路上的安全阀根据不同情况

对应两种作用，即过载泄压保护和油压不足时的补油。矿用挖掘机的整个工作过程

由多个挖掘循环组成，其运动包括启动、制动、回转、卸料等，再加上负载变化大，

冲击和振动频繁，而且属于野外作业，地理位置和温度变化大，因此，矿用挖掘机

的液压系统在服役过程中为典型的多态系统。已知矿用挖掘机推压动作的完成受

三个元件（闸阀）组成的液压子系统控制，如图 4-11 所示。闸阀 3 为总安全阀，

针对挖掘机不同的动作要求，对应两种不同的工作状态：完全开启（状态 1）和完

全关闭（状态 2），闸阀 1 和闸阀 2 为支路安全阀，其性能水平及相应概率由闸阀

3 的状态决定，且要求推压机构液压子系统总安全阀输出油压不低于 45MPa 左右

的可靠度为 0.9。因此，该矿用挖掘机推压机构液压子系统的主元件为闸阀 3，而

闸阀 1 和闸阀 2 为从属元件。 
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闸阀3

（主元件）

闸阀2

闸阀1

 

图 4-11 某矿用挖掘机推压机构液压子系统示意图 

已知闸阀 3 性能水平的概率分布为： 

 
   

      

1 2

3 3 3

1 2

3 3 3

, 60,0 ;

, 0.65,0.70,0.90 , 0.20,0.30,0.55 .

g g

p p

 

 

g

p
  (4-54) 

式中，
1 2

3 3,g g 为两种不同状态下闸阀 3 的性能水平，
1 2

3 3,p p 为对应的概率。 

已知闸阀 3 完全打开（状态 1）或完全关闭（状态 2）时，闸阀 1 性能水平的

条件概率分布分别为： 

 

    

 
      

1 2 3

11 11 11 11

1 2 3

11 11 11 11

, , 20, 10,15,16 ,0 ;

, ,

0.50,0.60,0.65 , 0.15,0.20,0.25 , 0.18,0.20,0.24 .

g g g

p p p

 





g

p   (4-55) 

和 

 

    

 
      

1 2 3

12 12 12 12

1 2 3

12 12 12 12

, , 20, 10,12,13 ,0 ;

, ,

0.60,0.70,0.75 , 0.15,0.20,0.30 , 0.05,0.10,0.25 .

g g g

p p p

 





g

p  (4-56) 

式中， 1 3

11 11
g g 和 1 3

12 12
g g 分别为两种不同状态下闸阀 1 的性能水平， 1 3

11 11
p p 和

1 3

12 12
p p 为对应的概率。 

已知闸阀 3 完全打开（状态 1）或完全关闭（状态 2）时，闸阀 2 性能水平的

条件概率分布分别为： 
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    

 
      

1 2 3

21 21 21 21

1 2 3

21 21 21 21

, , 40, 26,30,32 ,0 ;

, ,

0.60,0.70,0.85 , 0.08,0.10,0.15 , 0.16,0.20,0.35 .

g g g

p p p

 





g

p  (4-57) 

和 

 

    

 
      

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

, , 40, 26,30,32 ,0 ;

, ,

0.50,0.70,0.80 , 0.05,0.10,0.12 , 0.10,0.20,0.25 .

g g g

p p p

 





g

p  (4-58) 

式中， 1 3

21 21
g g 和 1 3

2 2 2 2
g g 分别为两种不同状态下闸阀 2 的性能水平， 1 3

21 21
p p 和

1 3

2 2 2 2
p p 为对应的概率。 

由式(4-21)-(4-22)和式(4-55)-(4-56)，闸阀 1 的条件概率分布为： 

 

      

 
      

 
      

1 2 3 4

1 1 1 1 1

1 2 3 4

11 11 11 11 11

1 2 3 4

12 12 12 12 12

, , , 20, 10,15,16 , 10,12,13 ,0 ;

, , ,

0.50,0.60,0.65 , 0.15,0.20,0.25 ,0, 0.18,0.20,0.24 ;

, , ,

0.60,0.70,0.75 ,0, 0.15,0.20,0.30 , 0.05,0.10,0.25

g g g g

p p p p

p p p p

 

 



 



g

p

p

.

  (4-59) 

式中，
1 4

1 1g g 为闸阀 1 所有可能出现的性能水平， 1 4

11 11
p p 、 1 4

12 12
p p 分别为状态

1、状态 2 下，闸阀 1 对应各性能水平的概率。 

根据式(4-21)、(4-24)和(4-59)可得： 

 

      

    

    

      

1 1 1

1 11 12

2 2 2

1 11 12

3 3 3

1 11 12

4 4 4

1 11 12

, 0.50,0.60,0.65 , 0.60,0.70,0.75 ;

0.15,0.20,0.25 ,0 ;

, 0, 0.15,0.20,0.30 ;

, 0.18,0.20,0.24 , 0.05,0.10,0.25 .

p p

p p

p p

p p

 

 

 

 

p

p

p

p

,
  (4-60) 

式中，  11 12
, , 1,2,3,4h hp p h  分别为闸阀 1 在状态 1、状态 2 下性能水平取 1

hg 的概

率。 

由式(4-21)-(4-22)和式(4-57)-(4-58)，闸阀 2 的条件概率分布为： 
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    

 
      

 
      

1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

21 21 21 21

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

, , 40, 26,30,32 ,0 ;

, ,

0.60,0.70,0.85 , 0.08,0.10,0.15 , 0.16,0.20,0.35 ;

, ,

0.50,0.70,0.80 , 0.05,0.10,0.12 , 0.10,0.20,0.25 .

g g g

p p p

p p p

 

 



 



g

p

p

  (4-61) 

式中，
1 3

2 2g g 为闸阀 2 所有可能出现的性能水平， 1 3

21 21
p p 、 1 3

2 2 2 2
p p 分别为状

态 1、状态 2 下，闸阀 2 对应各性能水平的概率。 

根据式(4-21)、(4-24)和(4-61)，可得： 

 

      

      

      

1 1 1

2 21 2 2

2 2 2

2 21 2 2

3 3 3

2 21 2 2

, 0.60,0.70,0.85 , 0.50,0.70,0.80 ;

0.08,0.10,0.15 , 0.05,0.10,0.12 ;

, 0.16,0.20,0.35 , 0.10,0.20,0.25 .

p p

p p

p p

 

 

 

p

p

p

,   (4-62) 

式中，  21 2 2
, , 1,2,3h hp p h  分别为闸阀 2 在状态 1、状态 2 下性能水平取 2

hg 的概率。 

根据式(4-23)，各闸阀性能水平的u -函数分别为： 

 
 

   

1 2
3 31 2

3 3 3

60 00.65,0.70,0.90 0.20,0.30,0.55

g g
u z p z p z

z z

   

 
  (4-63) 

 

 

    

    

    

    

1

4

1 1

1

20

10,15,16

10,12,13

0

0.50,0.60,0.65 , 0.60,0.70,0.75

0.15,0.20,0.25 ,0

0, 0.15,0.20,0.30

0.18,0.20,0.24 , 0.05,0.10,0.25

hgh

h

u z z

z

z

z

z













p

  (4-64) 

 

 

    

      

    

2

3

2 2

1

40

26,30,32

0

0.60,0.70,0.85 , 0.50,0.70,0.80

0.08,0.10,0.15 , 0.05,0.10,0.12

0.16,0.20,0.35 , 0.10,0.20,0.25

hgh

h

u z z

z

z

z











p

  (4-65) 

根据图 4-11，该液压子系统可视为闸阀 1 和闸阀 2 并联之后再与闸阀 3 串联

的系统，因此，此系统为串并混合系统。并联子系统和整个液压子系统的性能水平

的u -函数可表示为： 
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      

    

      

    

    

    

1 2

60

46,50,52

20

50,55,56

36,45,48

,

= 0.30,0.42,0.5525 , 0.30,0.49,0.60

0.04,0.06,0.0975 , 0.03,0.07,0.09

0.08,0.12,0.2275 , 0.06,0.14,0.1875

0.09,0.14,0.2125 ,0

0.012,0.02,0.0375 ,0

0.024,0.04,0

p pU z u z u z

z

z

z

z

z

 









     

    

    

    

    

      

 

10,15,16

50,52,53

36,42,45

10,12,13

40

26,30,32

.0875 ,0

0, 0.075,0.14,0.24

0, 0.0075,0.02,0.036

0, 0.015,0.04,0.075

0.108,0.14,0.204 , 0.025,0.07,0.2

0.0144,0.02,0.036 , 0.0025,0.01,0.03

0.0288,0.04,0.084 , 0.

z

z

z

z

z

z











    0005,0.02,0.0625 z
  (4-66) 

         

        

        

    

1 2 3

min 60, 46,50,52min 60,60

min 60, 50,55,56min 60,20

min 60, 36,45,48

, ,

0.195,0.294,0.49725 0.026,0.042,0.08775

0.052,0.084,0.20475 0.0585,0.098,0.19125

0.0078,0.014,0.03375 0.0156,0.

s s pU z u z u z u z

z z

z z

z

  

 

 

      

        

       

       

min 60, 10,15,16

min 60, 26,30,32min 60,40

min 60,0 min 0,0

min 0,0 min 0,0

028,0.07875

0.0702,0.098,0.1836 0.00936,0.014,0.0324

0.01872,0.028,0.0756 0.06,0.147,0.33

0.006,0.021,0.0495 0.012,0.042,0.103125

0.

z

z z

z z

z z

 

 

 

        

       

       

   

min 0,0 min 0,0

min 0,0 min 0,0

min 0,0 min 0,0

60

015,0.042,0.132 0.0015,0.006,0.0198

0.003,0.012,0.04125 0.005,0.021,0.11

0.0005,0.003,0.0165 0.001,0.006,0.034375

0.195,0.294,0.49725 0.0585,0.098,0.19125

z z

z z

z z

z z



 

 

 
 

       

     

     

 

50,55,56

46,50,52 36,45,48

26,30,3240

10,15,1620

0

0.026,0.042,0.08775 0.0078,0.014,0.03375

0.0702,0.098,0.1836 0.00936,0.014,0.0324

0.052,0.084,0.20475 0.0156,0.028,0.07875

0.12272,0.328,0.91215

z z

z z

z z

z

 

 

 



 

 (4-67) 

由式(4-67)可知，该液压系统具有 9 个不同的状态。假设系统要求可用三角模
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糊数表示为  43,45,46d  ，则模糊集 , 1, 2, ,9i i   的相对势可通过以下步骤进行

评估： 

a) 对于状态 1,2,3i  ，性能水平必然 ig d ，则 1i
r

   ； 

b) 对于状态 5,6,7,8,9i  ，性能水平必然 ig d ，则 0i
r

   ； 

c) 对 于 状 态 4i  ，      36,45,48 43,45,46 10,0,5i     ，

 1/ 2 5 10 7.5i        ；  1/ 2 5 0 2.5i
     ， 2.5 / 7.5 0.3333i

r
    。 

根据式(4-32)则可得模糊多态系统的模糊可靠度为： 

 

  

   

   

 

9

1

,

0.195,0.294,0.49725 0.0585,0.098,0.19125

0.026,0.042,0.08775 0.0078,0.014,0.03375 0.3333

0 0 0 0 0

0.2821,0.4387,0.7875

ig

sys s i

i

R U z d p z


  

 

  

    





  (4-68) 

由于推压机构液压子系统的要求为总安全阀输出油压不低于 45MPa 左右的可

靠度为 0.9，根据以上分析可知，该矿用挖掘机推压机构液压子系统无法达到所要

求的性能水平。 

4.5 本章小结 

本章首先对多态系统和模糊通用生成函数进行简要介绍，随后基于模糊通用

生成函数，提出一种考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析新方法。该方法能考虑

元件或子系统间的主从关系，是对基于模糊通用生成函数的可靠性评估方法的延

伸与扩展。同时，本章给出了计算模糊可靠度的详细流程。此外，为了计算模糊多

态系统的模糊性能分布，并对其进行可靠性评估，本章还分别对串联和并联模糊复

合算子进行了定义。最后，分别对某小型核电站供能系统和某挖掘机提升机构液压

子系统进行了系统模糊可靠性分析以验证本文所提方法的可行性。需要指出的是，

本章假设主元件与其它非主元件是主从关系，为单向关联的，即非主元件的性能水

平取决于主元件的性能水平。同时，本章中将系统的性能水平和对应概率视为模糊

变量，今后将重点研究性能水平和对应概率为模糊随机过程，以及不同元件或子系

统间关系更为复杂时的多态系统模糊可靠性评估方法。 
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第五章 模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

在实际结构系统的可靠性设计优化中，常常存在多种变量混合的情况，只包含

单一类型随机变量的情形较少。在传统的可靠性设计中，常采用随机变量表征不确

定性，且这些随机变量可通过确定的概率分布进行描述。然而，工程实际中，多数

随机变量的概率分布较难甚至无法获取，或者所获取的概率分布可能不准确，而仅

能用模糊值或区间进行粗略描述。为此，本章将讨论模糊变量和区间变量混合下的

系统可靠性设计优化方法。首先建立模糊变量和区间变量混合下结构的可靠性优

化设计模型；其次基于熵值不变转化方法和序列优化方法进行可靠性分析和优化

求解；最后用具体实例验证所提方法的性能。 

5.1 引言 

通常，某些关键系统出现失效可能导致灾难性的后果，如航天飞船机械系统故

障、核电站的核泄漏等。因此，可靠性或风险评估是设计阶段需重点考虑的问题之

一。基于可靠性的优化设计是一种概率设计方法，已成功应用在土木工程、机械工

程以及航空航天等领域[186]。可靠性优化设计的主要目是在设计阶段考虑可靠性约

束要求，以保证所设计的产品达到期望可靠度下的性能最优。科技的发展和社会的

进步对产品的可靠性和在恶劣环境下的适用性提出了更高要求，加之结构复杂度

的增加，传统的可靠性设计方法已难以适用。如航天飞船、核电站、高速列车等，

这些系统的可靠性设计通常涉及相互交叉影响的多个学科、多种类型的设计变量

和多源不确定信息的融合等问题。因此，可靠性设计在工程应用中往往面临两大困

难：其一，需要大量的计算。其二，系统中某些设计参数或设计变量的概率特征无

法准确获得。 

工程实际设计中，模糊变量和区间变量共存的情形大量存在，因此，本章将致

力于解决区间变量和模糊变量混合下的可靠性优化设计问题，重点研究基于区间

变量最坏情况的可靠性分析方法和基于等价转换的最优化设计方法。首先基于熵

值不变，将模糊变量向正态空间内的随机变量进行转化，从而探讨解决随机变量和

区间变量混合的优化策略，并提出基于区间变量最坏情况的可靠性分析方法。该方

法先在可靠性分析过程中确定最坏情况下的区间变量组合，再进行优化设计，因此，

该方法是一个双环的计算过程，计算量较大。为减轻计算量，通过序列优化方法将

双环解耦，并用一系列连续的单环代替计算量大且复杂的双环过程。 



第五章 模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

75 

5.2 可靠性分析与优化设计 

可靠性反映了产品在规定条件下和规定时间内，完成规定功能的能力。若用概

率来衡量这一能力大小，则称为可靠度，通常用 R 来表示。若可靠性分析中只存在

随机变量向量X ，则可靠度可以表示为： 

   Pr 0R g X   (5-1) 

式中， Pr  表示概率，  g X 为极限状态函数。如果随机变量向量X 中的随机变量

互相独立，且联合概率密度函数可以表示为  fX x ，则可靠度计算式为： 

     
  0

Pr 0 = d
g

R g f


   X

X

X x x   (5-2) 

在实际应用中，极限状态函数  g X 通常为非线性函数，且积分区域为非线性，

加上随机变量的维数较多，因此难以通过多重积分来直接计算可靠度。式(5-2)中的

可靠度，通常可用近似方法加以计算，最常见的有一阶可靠度方法（First Order 

Reliability Method, FORM）[187]和二阶可靠度方法（Second Order Reliability Method, 

SORM）[188-190]。两者的基本思想均为简化概率密度函数  fX x ，同时，将极限状

态函数  g X 进行近似，从而使积分变得易于求解。二者的根本区别在于对极限状

态函数进行展开的阶数不同，FORM 将极限状态函数在设计验算点（Most Probable 

Point, MPP）处进行一阶泰勒公式近似展开，而 SORM 是把极限状态函数在 MPP

处进行二阶泰勒公式近似展开。因此，SORM 比 FORM 的计算精度高，但是计算

效率却相对较低。 

在使用 FORM 或 SORM 求解可靠度时，通常分为三个步骤： 

步骤一：简化被积函数。 

包含随机变量向量  1 2= , , , nX X XX 的空间称为X -空间，如图 5-1 所示（假

设X 为二维随机变量向量），通过 Rosenblatt 变换，原始X -空间可以转化为图 5-2

所示的标准正态空间，称为U -空间。转换后的随机变量均服从标准正态分布，具

体转换过程如下[191]： 

  1

ii X iu F x        (5-3) 

式中，  1  表示标准正态累积分布函数的反函数，  
iX iF x 为随机变量

iX 的累积

分布函数，转换完成后的可靠度计算公式变为： 

     
   

2

1 2

10 0

1
Pr 0 = d = exp d d d

22

n
i

n

ig g

u
R g f u u u

 

  
    

  
   U

U U

X u u  (5-4) 

式中，  fU u 为U的联合概率密度函数。 
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 1 2, 0g x x 

 1 2, 0g x x 

概率密度函数等高线

1X

2X

 1 2, 0g x x 

 

图 5-1 原始X -空间 

 1 2, 0g u u 

 1 2, 0g u u 

概率密度函数等高线

1U

2U

 1 2, 0g u u 

 

图 5-2 标准正态U -空间 
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步骤二：搜寻U -空间的 MPP 点 

为提高精度，所选择的展开点必须对概率积分具有最大贡献，这一展开点即为

MPP 点。如图 5-3 所示，MPP 点是U -空间中极限状态方程   0g U 边界上概率密

度函数取最大值的点，通常可采用可靠度指数法（Reliabiliy Index Method, RIA）和

性能测量法（Performance Measure Method, PMA）[192-194]进行求解。 

（1）可靠度指数法。根据 MPP 点的定义，MPP 点满足： 

 

 

2

1

1
max exp

22

. . 0

n
i

i

u

s t g



   
   

   





u

U

  (5-5) 

由于 

 
2

2

11

1 1 1
exp exp

2 22 2

n
n n

i
i

ii

u
u

  

     
       

     
   (5-6) 

式(5-5)可以改写为： 

 
 

min

. . 0s t g






u
u

U
  (5-7) 

式中， 2 2 2

1 2= nu u u  u 为向量u的长度。 

由式(5-7)可知，MPP 点 
u 为标准正态U -空间中，极限状态方程   0g U 边界

上距原点距离最短的点，通常，将最短距离   u 称为可靠度指标或可靠性因数，

可靠度近似计算为： 

     Pr 0R g    U   (5-8) 

式中，    为标准正态分布累积函数。 

（2）性能测量法。性能测量法是计算给定可靠度下极限状态方程的值[195]，属

于可靠性逆问题[147, 154, 196-197]，其步骤如下： 

首先，计算对应给定可靠度 R 的 MPP 点
R

MPPu ，
R

MPPu 可以通过求解以下最小化

问题得到[198-199]： 

 
 

 1

min

. .

g

s t R




 

u
u

u
  (5-9) 

然后，计算
R

MPPu 处性能函数  g u 的值 RZ 。 

  R R

MPPZ g u   (5-10) 
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式中，
R

MPPu 为式(5-9)的最优解。 

MPP点

1U

2U

1 2( , )f u uU



 1 2g u u, =0

 

图 5-3 U -空间中 MPP 点示意图 

步骤三：对极限状态函数进行近似。 

（1）一阶可靠度方法（FORM）。为便于计算可靠度的积分，将极限状态函数

 g U 在 MPP 点处进行一阶泰勒公式展开，则有： 

         
T

g L g g     U U u u U u   (5-11) 

式中， 
u 为展开点，  L U 为线性近似后的极限状态函数，  g  u 为函数  g U

在展开点的梯度，且满足： 

  
     

1 2

, , ,
n

g g g
g

U U U


    
   

    u

U U U
u   (5-12) 

由于  L U 为线性函数，根据正态分布的叠加性，  L U 的均值和方差分别为： 

 
 

1

n

L

i i

g

U









 




u

U
u   (5-13) 

 
 

2

1

n

L

i i

g

U




 
  

  


u

U
  (5-14) 

此时，可靠度计算为： 
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     Pr 0 L

L

R g





 
      

 
X   (5-15) 

（2）二阶可靠度方法（SORM）。将极限状态函数  g U 在 MPP 点处进行二

阶泰勒公式展开，则有： 

              1

2

T T

g L g g H           U U u u U u U u u U u   (5-16) 

式中，  H u 为海森矩阵（Hessian Matrix）在 MPP 点处的取值，且满足式(5-17)。 

  

     

     

     

2 2 2

2

1 1 2 1

2 2 2

2

2 1 2 2

2 2 2

2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n

n

n n n

g g g

U U U U U

g g g

H U U U U U

g g g

U U U U U



   
 

     
   
 

      
 
 
   
 
      

U U U

U U U

u

U U U

  (5-17) 

当可靠度指标  的值足够大时，采用 SORM 求得可靠度的近似解为： 

    
1 1

2

1

1 1
n

i

i

R  






      (5-18) 

式中，
i 为极限状态方程在 MPP 点的第 i 个主曲率。 

FORM 与 SORM 对极限状态函数的近似可用图 5-4 来表示。 

FORM

SORM

 1 2, 0g u u 

1U

2U




u

 

图 5-4 FORM 与 SORM 近似 
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采用 FORM 求解可靠性优化设计问题时，其中一个典型的模型可表示为： 

 
 

    

min ,

. . Pr , 0 , 1,2, ,

x

i i i

h

s t g R i m





    

d
d μ

d U
  (5-19) 

式中，  , xh d μ 为目标函数，
xμ 为设计变量向量X 的均值，

iR 为第 i 个要求的可靠

度。与前述的可靠性分析类似，当采用性能测量法时，式(5-19)所表示的模型变为： 

 
 

 

min ,

. . , 0, 1,2, ,i i

x

R R

i MPP

h

s t Z g i m




  

d
d μ

d u
  (5-20) 

采用性能测量方法时，只进行必要水平的可靠性分析，而无需计算实际的可靠

度，因此，求解式(5-20)的模型比求解式(5-19)的模型更加高效[154]。 

5.3 随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

假设系统的输入包含随机变量和区间变量，那么系统的不确定性由服从精确

概率分布的随机变量X 和在某一区间 ,l u  y y 内取值的区间变量Y 决定，从而系统

响应  , ,Z g d X Y 可以用概率分布以及区间进行描述。其中，d为设计变量。若

Z Y为区间变量Y 已知情况下的条件响应，则Z Y可以表示为随机变量X 的函数，

且能用边缘分布描述。若 Z X为随机变量X 已知情况下的条件响应，则 Z X位于

由确定性映射  , ,Z g d X Y 和 ,l u  y y 所确定的某一区间。 

可靠性优化设计的目的是：在严格遵从可靠性约束的前提下，通过优化设计变

量，使目标函数取极小值。若可靠性约束中存在随机变量和区间变量的混合，则只

有当最坏情况下的可靠度得到满足，才能保证可靠性优化设计的正确。因此，本节

将先通过计算求解最坏情况下的区间变量组合，再基于最坏情况进行可靠性优化

设计。 

5.3.1 双环法 

最坏情况下，混合随机变量X 和区间变量Y 的可靠性设计模型可以表示为： 

 

 

    

 
,

,

min , ,

. . Pr , , 0

, 1,2, ,

x

i worst worst worst i

MPP

worst i i

h

s t g

R i m

  

   

d
d μ Y

d u y

u

  (5-21) 

式中， ,worst i 为第 i 个可靠性约束在最坏情况下的可靠度指标，y 为 l
y 和 u

y 的平均

值，则有： 
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2

l u


y y
y   (5-22) 

搜寻 MPP 点为求极小值问题（优化问题），由于内层的可靠性分析环（内环）

嵌套于整个优化环（外环）之中，在求解式(5-21)双环模型时，每进行一次外环优

化都需要多次的内环可靠性分析，而每一次的内环可靠性分析都需要进行大量的

约束函数计算，因此，该方法的计算量较大，计算效率较低。双环法的具体实施流

程图如图 5-5 所示。 

式(5-21)所描述的模型，可以用性能测量（PMA）的方法对其进行改进，修改

后的模型为： 

 
 

 ,

, , ,

min , ,

. . , , 0, 1,2, ,i i

x

R MPP R

worst i i worst i worst i

h

s t z g i m  

d
d μ Y

d u y
  (5-23) 

初始点

0
d

收敛

否

结束
是

, ,0, ,k k

MPP i x worst iK   x μ y Y

解优化问题

 

 ,

min , ,

. . MPP

worst i i

h

s t R 

d
d u Y

u

 

 

,
,

min

. . , , 0

i i
i MPP i i

k

i i i

l u

i

s t g

 



 

u y
u y

d u y

y y y

可靠性评估

寻找             和最坏组合
,

,

MPP k

worst ix ,

k

worst iy

k
d

1K K 

, ,,k k

MPP i worst ix y

,

,

MPP k

worst ix

内环

外环

 

图 5-5 双环法实施流程图 
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改进后的具体求解流程图如图 5-7 所示。 

MPP 点逆可靠性问题更简单，即通过搜索可靠性逆问题的 MPP 点来确定要求

可靠度的性能测量，比直接搜索实际可靠度的 MPP 点更加容易，因此，改进后的

模型和式(5-21)所描述的模型相比，其可靠度可直接计算，耗时少、效率高。由图

5-6 可知，虽然可靠性优化设计过程中的计算量有所降低，但整个可靠性优化设计

仍为双环过程。 

初始点

0
d

收敛

否

结束
是

, ,0, ,k k

MPP i x worst iK   x μ y Y

解优化问题

 

 

,
,

min

. . , , 0

i i
i MPP i i

k

i i i

l u

i

s t g

 



 

u y
u y

d u y

y y y

可靠性评估

寻找             和最坏组合
,

,

MPP k

worst ix ,

k

worst iy

k
d

1K K 

, ,,k k

MPP i worst ix y

,

,

MPP k

worst ix

内环

外环

 

 ,

, ,

min , ,

. . , , 0iMPP R

i worst i worst i

h

s t g 

d
d u Y

d u y

 

图 5-6 改进后的双环法实施流程图 

5.3.2 序列单环法 

序列单环法的基本思想是将原先的可靠性优化设计双环分解成一系列确定性

优化设计环和可靠性分析环，并且确定性优化设计环和可靠性分析环是互相解耦

的，确定性优化设计环中不含可靠性分析，仅在优化完成后进行可靠性分析。在整

个过程中，优化环的个数与可靠性分析环的个数相等，这样，则使计算量大大减少，
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效率相比于双环法有显著提高[152, 200-202]。序列单环法的设计思想和运行流程图分

别如图 5-7 和 5-8 所示。 

初始设计 确定性优化设计 收敛？ 最优设计
是

可靠性分析：

搜索MPP

形成新的确定性

优化设计

否

 

图 5-7 序列单环法的设计思想 

确定性优化

可靠性分析1

可靠性分析2

可靠性分析m

……

确定性优化

可靠性分析1

可靠性分析2

可靠性分析m

……

序列1 序列2

……

 

图 5-8 序列单环法的运行流程图 

在进行第一个环的确定性优化时，最坏情况区间变量组合和 MPP 点的信息均

未知，为了方便，可以分别设为区间变量平均值和随机变量均值，也可由设计者通

过经验进行设定。首先，通过序列 1 的确定性优化得到最优设计 1
d ，然后进行可

靠性分析，得到最坏情况下的 MPP 点
, ,1

,
iMPP R

worst iu 和区间变量组合
1

,worst iy 。此时，可能

无法满足某些可靠性约束，如  , ,1 1

, , ,, , 0i iR MPP R

worst i i worst i worst iz g d u y ，于是将
, , 1

,
iMPP R

worst iu 和
1

,worst iy 选作新的初始点，用于构建序列 2 的确定性优化设计，模型为： 

 
 

 , ,1 1

, , ,

min , ,

. . , , 0, 1,2, ,i i

x

R MPP R

worst i i worst i worst i

h

s t z g i m  

d
d μ Y

d u y
  (5-24) 

假如序列 1 中的可靠性要求无法满足，则在序列 2 的确定性优化过程中通过

修改设计变量的值以提高可靠度。如果通过序列 2 的确定性优化得到的优化设计

2
d 仍不满足某些可靠性约束条件，则可采用通过序列 2 可靠性分析所得到的最坏

情况 MPP 点
, , 2

,
iMPP R

worst iu 和区间变量组合
2

,worst iy 构建新的序列 3 优化模型： 

 
 

 , , 2 2

, , ,

min , ,

. . , , 0, 1,2, ,i i

x

R MPP R

worst i i worst i worst i

h

s t z g i m  

d
d μ Y

d u y
  (5-25) 
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重复以上过程，直至满足所有的可靠性约束，且目标函数趋于稳定。选取整个

过程中的任意一序列 k 为例，具体操作流程如图 5-9 所示。 

初始点

1 -1 -1

, ,, ,k k k

MPP i worst i


d x y

求解优化问题

 

 1 1

, ,

min , ,

, , 0

k x

k k

i MPP i worst i

f

g   

d

d μ Y

d x y

收敛
否

是

初始点

寻找                               , ,,k k

MPP i worst ix y

可靠性分析

 
,

min , ,

. .

i i
i i i

i i

l u

i

g

s t 

 

u y
d u y

u β

y y y

-1 -1

, ,, ,k k k

MPP i worst id x y

k
d

收敛

, ,,k k

MPP i worst ix y

是

否

更新     
1 1

, ,,k k

MPP i worst i

 
x y

最优值       k
d

更新     1k
d

优化环 可靠性分析环

 

图 5-9 第 k 个序列的确定性优化和可靠性分析 

5.4 模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

在实际工程系统的可靠性设计优化中，常常存在多种变量混合的情况，加之建

模过程中，由于无法准确知晓某些变量的概率密度函数，而仅能给出模糊值或取值

区间，因此，研究模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计具有重要的理论价

值和实际意义。5.3 小节中对随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计进行了

简要介绍，本小节将基于此研究模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计问

题。 

本文第三章基于熵值不变，提出了将模糊变量转变为正态随机变量的等效转

换方法。本小节将基于等效转换方法，将可靠性优化设计中的模糊变量全部转换为

等价正态随机变量，这样模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计问题变成

了随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计问题，再结合双环法或序列单环
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法方法研究混合变量下的可靠性优化设计，提出基于最坏情况的模糊变量和区间

变量混合下的可靠性优化设计方法。 

与随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计类似，基于最坏情况组合的

模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计模型可以表示为： 

 
 

  

min , ,

. . Pr , , 0 , 1,2, ,i worst worst i

h

s t g R i m  

d
d X Y

d x y
  (5-26) 

式中，X 是模糊随机变量向量，Y 为区间变量向量，
worsty 为最坏情况下区间变量

组合。 

以上模型包含模糊变量，无法直接采用前述的区间变量和随机变量混合下的

可靠性优化设计方法求解，需要对模糊变量进行等效转换。Lei 和 Chen[203]给出了

三种不同隶属函数的模糊熵，分别如下： 

1. 三角形分布 

隶属函数为： 

  

1
1

1

2
2

2

,

,

x a
a x a

a a
x

a x
a x a

a a




  

 
  

 

  (5-27) 

模糊熵满足： 

  
2 1

2
0.5 lnG x

a a
  


  (5-28) 

2. 梯形分布 

隶属函数为： 

  

2
2 1

2 1

1 1

2
1 2

2 1

,

1,

,

a x a
a a x a a

a a

x a a x a a

a x a
a a x a a

a a



 
    


    
  
    



  (5-29) 

模糊熵满足： 

  
 

2 1

2 1 1 2

1
ln

2

a a
G x

a a a a


  

 
  (5-30) 

3. 分布 

隶属函数为： 
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  
 

 

1

1

,

,

k x a

k x a

e a a x a
x

e a x a a




 

   
 

  

  (5-31) 

模糊熵满足： 

  
   1 1 1

ln 1
2 2 2 1

ka ka ka

k k
G x

e e e


 
   
   
 

  (5-32) 

当模糊变量的隶属函数对称时，可将隶属函数的对称中心取为等价正态变量

的均值。当模糊变量的隶属函数为以上三种类型中的一种且隶属函数不对称时，则

通过选择对应的模糊熵，并结合式(3-16)得到等价正态随机变量的标准差；利用式

(3-36)和对应的隶属函数计算等价正态随机变量的均值。当模糊变量的隶属函数不

对称且不满足以上任意一种情况时，利用隶属函数、式(3-14)和式(3-16)计算等价正

态随机变量的标准差；用隶属函数和式(3-36)计算等价正态随机变量的均值。设模

糊变量向量  1 2, , , nX X XX 中的每一个模糊变量均通过等价转换后，得到的等

价正态随机变量向量为  1 2, , ,eq eq eq eq

nX X XX ，此时，式(5-26)描述的模型可以转

化为： 

 
 

  

min , ,

. . Pr , , 0 , 1,2, ,

eq

eq

i worst worst i

h

s t g R i m  

d
d X Y

d x y
  (5-33) 

式中， eq
X 是与模糊随机变量向量等价的正态随机变量向量。 

通过转换，模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计变成了随机变量和

区间变量混合下的可靠性优化设计，结合序列优化方法，则可快速地求得基于可靠

性设计的最优解。 

5.5 算例分析 

5.5.1 十杆桁架结构可靠性优化设计 

为说明本章所提方法的适用性，本小节对经典的十杆桁架结构进行可靠性优

化设计。已知如图 5-10 所示十杆桁架[204]，杆件弹性模量E  68948MPa，密度  

2768kg/m3，水平方向和竖直方向的杆长 L 均为 9.144m，所受外部载荷 1P 、 2P 、 3P

均为模糊值，且模糊载荷 1P 和 2P 的三角隶属函数为  400,444.8,490 ，模糊载荷 3P

的三角隶属函数为  1600,1779.2,1950 ，单位均为 kN，节点 2 允许的最大竖直位移

2maxd 为 12.7cm，杆件横截面积的最小值为 0.64516cm2，杆件 1~10 的强度均为区

间 变 量 ， 且 取 值 范 围 分 别 为   13.0975,21.0975 1,2, ,8,10
is i   ，

 
9

39.1125,64.3125s  ，单位为 kN/cm2，各杆件的强度可靠度为 0.999。在满足强
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度可靠度及位移约束下，要求设计各杆件的横截面积  1,2, ,10iS i  ，使整个桁架

结构重量最轻。 

y

x

1P 2P

3P

节点1

节点2

节点3节点5

节点4节点6

1 2

3 4

5

7 8 9 10

6

 

图 5-10 十杆桁架结构 

十杆桁架所受到的外部载荷为模糊变量，因此，首先将模糊变量进行等价转换，

得到等价的正态随机变量 1 2 3, ,eq eq eqP P P ，然后根据平衡和兼容性方程[205]，各杆件受

到的轴向力  1, 2, ,10iN i  可以表示为： 
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  (5-34) 

其中： 
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  (5-35) 
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    (5-36) 
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节点 2 的最大位移可以计算为： 
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d
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 
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式中，  0 1,2, ,10iN i  为 1 3 20, 1eq eq eqP P P   时，由式(5-34)计算得到的
iN 值。至

此，十杆桁架结构的可靠性设计优化模型可以表示为： 
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  (5-41) 

式中，W 为十杆桁架的总重量，
i 为各杆件受到的应力， 2 yd 为节点 2 在竖直方向

上的位移。 

采用本章第三节介绍的方法，分别得到序列单环法和双环法下的最优化结果，

并与等价转换后的确定性优化结果进行对比，如表 5-1 所示。 

表 5-1 等价转换后十杆桁架不同优化算法的结果 

变量 确定性优化 序列单环法 双环法 

1S /mm2 33.4231 44.4546 44.4546 

2S /mm2 0.6452 0.6452 0.6452 

3S /mm2 47.9590 65.2346 65.2346 

4S /mm2 100.6682 132.4582 132.4582 

5S /mm2 27.8058 37.9862 37.9862 
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续表 5-1 等价转换后十杆桁架不同优化算法的结果 

变量 确定性优化 序列单环法 双环法 

6S /mm2 0.6452 0.6452 0.6452 

7S /mm2 93.8489 123.4854 123.4854 

8S /mm2 0.6452 0.6452 0.6452 

9S /mm2 22.7690 31.1146 31.1146 

10S /mm2 0.6934 0.9124 0.9124 

W /kg 956.6447 1271.2604 1271.2604 

函数计算次数 56 998 2891 

从表 5-1 可知，顺序单环法和嵌套双环法得到的优化结果一致。确定性优化设

计没有考虑可靠度约束，得到的目标函数值虽然最小，但是不满足设计要求。由于

顺序单环法将原来的双环进行了解耦，将原来的双环可靠性优化设计变成了一系

列的确定性优化设计和可靠性分析，从而大大减少了函数计算次数，使计算效率更

为高效。 

5.5.2 内燃机曲柄连杆机构可靠性优化设计 

为进一步说明本章所提可靠性优化设计模型的工程适用性，本小节将以图 5-

11 所示的某内燃机曲柄连杆机构为例，研究模糊变量和区间变量混合下的可靠性，

并对其进行可靠性优化设计。 

 

图 5-11 某内燃机曲柄连杆机构 
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将图 5-11 中的内燃机曲柄连杆机构进行简化，得到图 5-12 所示机构运动简

图。 

P

h

1O

2O

3O

1l

2l

2d

A-A截面

1d

 A

A

 

图 5-12 内燃机曲柄连杆机构运动简图 

由于曲柄和连杆在制造、装配过程中均存在误差，因此可将曲柄
1 2O O 以及连杆

2 3O O 的长度设为随机变量
1l 和 2l 。内燃机在做功过程中，存在启动、加速、转弯、

制动等不同工况，在不同工况下，气缸内气体对活塞的推力大小也不同，即使在同

一工况下，燃油品质的不确定性也会导致推力存在不确定性，在本小节中，推力F

被视为模糊变量。弹性模量被定义为理想材料有小形变时应力与应变的比值，而实

际工程中的材料往往不是最理想的材料，再加上制造工艺过程中的不确定性以及

材料自身性能的不确定性等，因此，需将连杆弹性模量 E 视为模糊值。屈服强度为

抵抗微量塑性变形的应力，屈服强度在测定过程中，由于试验误差、测量误差以及

人员因素等不确定，导致屈服强度在某一固定值附近波动，在本小节中，用模糊变

量
s 表示。随机变量

1l 和 2l （在优化模型中分别用
1x 和

2x 表示）的分布类型及参

数如表 5-2 所示。 

表 5-2 随机变量分布类型及参数 

标识符 随机变量 分布类型 均值/mm 标准差/mm 

1x  
1l  正态分布 100 1 

2x  
2l  正态分布 300 3 

活塞所受推力 F 的隶属函数服从三角分布，其表达式及函数图像分别如式

(5-42)和图 5-13。 
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  
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  (5-42) 
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F

x
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图 5-13 活塞所受推力 F 的隶属函数 

连杆弹性模量 E 的隶属函数服从三角分布，其表达式及函数图像分别如式

(5-43)和图 5-14 所示。 
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  (5-43) 
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图 5-14 连杆弹性模量 E 的隶属函数 
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连杆屈服强度
s 的隶属函数服从梯形分布，其表达式及函数图像分别如式

(5-44)和图 5-15 所示。 

  
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  (5-44) 

 MPax0

1

 
s
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图 5-15 连杆屈服强度
s 的隶属函数 

受加工工艺不确定性、制造过程中的误差及其它不确定因素影响，活塞与气缸

壁之间的动摩擦系数
k 的精确概率密度分布函数未知，仅知其大致取值范围。为

适应不同的车型或满足不同的工作需要，曲柄连杆的偏移量 h可以发生变化，但分

布情况未知，仅知其取值范围。因此，h和
k 均视为区间变量（在优化模型中分别

用
1y 和

2y 表示），其取值范围如表 5-3 所示。 

表 5-3 区间变量的取值范围 

标识符 区间变量 下界 上界 

1y  h  100mm 150mm 

2y  
k  0.15 0.25 

该优化的目标是分别设计连杆的内外径  1 11 80d d  和  2 210 100d d  ，使

得连杆满足强度和弯曲可靠度均为 0.9999 情况下，曲柄和连杆的总重量最轻。此



第五章 模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计 

93 

问题等价于求
1d 和

2d 使横截面面积最小，且连杆横截面面积可表示为： 

    2 2

2 1
4

S d d


 d   (5-45) 

连杆的强度约束和弯曲应力约束可分别表示为： 
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式中，    1 2 1 2, ,x x l l X ，    1 2, , ky y h  Y 。 

传统的确定性优化模型可表示为： 
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  (5-48) 

由于连杆需要的拉伸和弯曲可靠度均为 0.9999，将式(5-46)和(5-47)约束条件

变为可靠性约束，则可得到基于可靠性的优化设计模型。 
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 (5-49) 

在式(5-49)模型中，活塞所受推力 F 、连杆的弹性模量 E 、屈服强度
s 均为模
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糊变量，因此，该模型为模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计模型。根据

本文第三章的等效转换方法，可将模糊变量转化为正态随机变量，这样，模糊变量

和区间变量混合下的可靠性优化设计模型则转变为模糊变量和区间变量混合下的

可靠性优化设计模型。结合双环法和序列单环法，则可对该曲柄滑块机构进行可靠

性优化设计。 

首先，将活塞所受推力 F 、弹性模量 E 以及屈服强度
s 三个模糊变量分别进

行等价转换，得到等价推力 eqF 、等价弹性模量 eqE 和等价屈服强度
eq

s ，且有

 2250,19.95eqF N ，  2200,3.99eqE N ，  2290,6.69eq

s N 。等价转换完成后，

模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计模型转变成模糊变量和区间变量混

合下的可靠性优化设计模型，此时等效转换后的模型可表示为： 
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 (5-50) 

利用本章第三节介绍的方法，分别得到等价转换后序列单环法和双环法下的

最优化结果，并与等价转换后的确定性优化结果进行对比，如表 5-4 所示。 

表 5-4 等价转换后不同优化算法的结果 

 确定性优化 顺序单环法优化 双环法优化 

优化变量  1 2,d dd  (20.30,40.61) (27.58,55.99) (27.58,55.99) 

目标函数值  S d  971.60 1864.71 1864.71 

最坏情况下
1g 值 - 0 0 

最坏情况下
2g 值 - 4.15 4.15 

最坏情况下的  1 2,y y  - (150,0.25) (150,0.25) 

函数计算次数 19 408 1032 
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由表 5-4 可知，确定性优化设计得到的目标函数值最小，但未考虑可靠度约束，

因此，该设计不一定可靠。顺序单环法和嵌套双环法加入了可靠性约束，得到的优

化结果一致。顺序单环法将原来的双环进行解耦，大大减少了函数计算次数，从而

提高了计算效率。 

5.6 本章小节 

本章首先基于最坏情况建立了随机变量和区间变量混合下的可靠性模型，并

针对随机变量和区间变量混合下的机构或系统进行可靠性优化设计。其次，将随机

变量和区间变量混合的情况扩展到模糊变量和区间变量混合的情况，并基于熵值

不变，即模糊变量的模糊熵等于随机变量的概率熵，将模糊变量向正态随机变量进

行转化，从而将模糊变量和区间变量混合下的可靠性设计优化问题转变为随机变

量和区间变量混合下的可靠性设计优化问题，并分别利用双环法和序列单环法，对

随机变量和区间变量混合下的可靠性模型进行可靠性优化设计。本章所提新方法

为包含多类型不确定性变量的可靠性优化设计提供了一种新的求解思路。值得注

意的是，基于最坏情况的可靠度设计结果相对于随机可靠度的结果偏保守，但是，

对没有足够信息来描述不确定性因素时的可靠性设计优化，采用此设计方法能够

确保结构的安全。 
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第六章 总结与展望 

6.1 本文主要研究结论 

随着现代工业和制造技术的飞速发展，机械系统日趋大型化、复杂化和多功能

化。良好的可靠性是保证系统发挥其功能的基础，因此，如何保证大型复杂机械系

统在使用过程中的安全性和可靠性，已成为工业界和学术界关注的热点问题。目前，

工程实际中的机械系统大多形式复杂，但为了节约成本或满足其它性能要求，还需

要对其进行轻量化设计，如汽车、坦克、高铁、飞机等。为同时满足高可靠、长寿

命以及轻量化设计等要求，在对复杂机械系统进行可靠性分析的基础上，还需进行

优化设计。然而，由于传统可靠性分析方法未考虑机械系统在服役过程中载荷作用

历程的影响，再加上诸多不确定因素的影响，致使此类方法已无法满足工程需求，

亟需研究新的动态可靠性分析方法，以及基于可靠性分析的优化设计方法，以提高

机械系统使用安全性、预防事故发生以及减少经济损失。 

本文在对现有动态可靠性分析模型与方法进行深度调研的基础上，分别研究

了复杂载荷下的动态可靠性分析模型、混合变量下的可靠性分析方法、考虑相关性

的多态系统模糊可靠性分析方法以及混合变量下的可靠性优化设计方法，主要研

究成果如下： 

（1）提出了考虑强度退化和冲击载荷作用的动态可靠性模型。机械系统在实

际工程应用中，经常受到冲击载荷等的作用，加之长时间的使用，使得机械结构因

疲劳而导致结构强度下降。为了能对机械结构或系统的动态可靠度进行更准确的

评估，本文考虑冲击载荷作用以及强度退化的影响，对复杂载荷及强度退化下的系

统可靠性模型和可靠性分析方法进行了研究，提出了考虑强度退化和冲击载荷作

用的动态可靠性模型，针对系统在随机载荷和随机强度退化下计算效率低下的问

题，提出基于高斯-勒让德积分公式的可靠度计算方法。通过与蒙特卡洛仿真结果

的对比，发现运用动态可靠性模型可得到与蒙特卡洛方法相近的分析结果，而高斯

-勒让德积分公式在计算动态可靠度方面具有较高精度，从而证明了本文所建立的

动态可靠性模型的正确性和有效性。 

（2）提出了基于熵值不变的系统可靠性分析方法。在机械系统的设计过程中，

由于信息不全、数据不足或知识水平有限，致使可靠性分析中常将无法确定的变量

考虑为模糊变量或区间变量等。对于只包含模糊变量的可靠性分析，常用的方法有

水平截集法等。但在工程实际中，多种变量混合的情形较多。因此，本文基于熵值

不变性，通过等效转换，将模糊变量转变为正态随机变量，并研究了模糊变量和 p-
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box 变量混合情况下的可靠性分析方法，提出了一种全新系统可靠性分析方法。通

过与蒙特卡洛方法的对比发现，所提方法具有较高的预测精度，可用于随机和认知

不确定性同时存在下的动态可靠性评估。 

（3）提出了考虑相关性的多态系统模糊可靠性分析方法。随着机械系统向大

型化、复杂化方向的发展，系统的功能也越来越多。当系统的某一个功能发生失效

时，不一定导致整个机械系统的完全失效，所以不能简单地用完好和失效来描述复

杂机械系统的功能。而且在工程中，由于信息不全、数据不足或测量误差等，系统

的性能仅给出一个大概的值。在这种情况下，复杂机械系统的可靠性问题可视为多

态系统的模糊可靠性分析。此外，组成系统的各个零部件或子系统之间是有联系的，

系统主元件常常影响甚至控制其它元件的性能水平。因此，本文基于模糊通用生成

函数考虑主元件与其它元件间的主从关系，提出了考虑相关性的多态系统模糊可

靠性分析方法。 

（4）提出了模糊变量和区间变量混合下的系统可靠性优化设计方法。随着科

技的发展与社会的进步，人们的质量意识越来越强，对机械系统也提出了更高的质

量要求；另一方面，为实现设计参数和其它性能的最优，还需对机械系统进行轻量

化、成本最小等设计。机械可靠性优化设计是在满足可靠度的前提下，对机械结构

或系统进行最优设计，能同时兼顾可靠性要求和轻量化等设计要求。目前的可靠性

设计优化方法中，对于包含模糊变量情形下的优化设计研究较少。本文在第三章基

础上，对模糊变量进行等价转换，把模糊变量和区间变量混合下的可靠性优化设计

变成随机变量和区间变量混合下的可靠性优化设计，提出了模糊变量和区间变量

混合下的可靠性优化设计方法。 

6.2 后续工作展望 

为满足工程需求，现代机械系统越来越复杂，且朝高速、重载方向发展，使机

械系统的服役环境也越来越恶劣。为保障系统的安全性和减少经济损失，对系统进

行高效准确可靠性预测及可靠性评估意义重大，这也使现有的动态可靠性分析模

型和方法面临着巨大的挑战。同时，对于现代机械系统，不仅对其可靠性有较高要

求，还对重量、价格等方面提出了更为严苛的条件。为解决以上问题，本文分别对

机械系统动态可靠性分析方法和可靠性优化设计方法进行研究，以弥补现有可靠

性分析和优化设计方法的不足，为机械系统的安全评估、可靠管理、维修决策、性

能优化等提供理论依据和信息支撑。随着现代工程机械和武器装备等复杂程度的

不断提高，机械系统在动态可靠性分析和可靠性优化设计中面临的问题将层出不

穷。为进一步保证系统的安全可靠并降低机械系统的成本，更加全面、深入地开展
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动态可靠性分析方法及可靠性优化设计方法研究是十分必要的。基于目前已完成

的部分工作，后续拟开展的研究内容包括： 

（1）强度应力相关的动态可靠性模型研究。通常，机械结构或系统在不同载

荷作用下会表现出不同的性能，这是因为载荷应力的大小会对机械结构的强度造

成影响。传统的基于应力-强度干涉理论建立的可靠性分析模型大都假定强度与应

力之间是相互独立的。因此，为了更准确地进行系统动态可靠性分析和预测，拟在

今后的研究中考虑强度与应力之间的相关性，建立考虑强度应力相关的动态可靠

性模型。 

（2）系统性能水平和对应概率为模糊过程的多态系统模糊可靠性分析方法研

究。机械系统受外部载荷以及服役环境等不确定性因素的影响，其性能水平以及处

于相应性能水平的概率均存在较大分散性。针对机械系统的多工况特性和服役环

境复杂性，拟采用模糊过程对系统的性能水平和处于相应性能水平的概率进行描

述，建立模糊过程下的多态系统模糊可靠性分析方法。 

（3）模糊变量和 p-box 变量混合下的可靠性优化设计方法研究。由于组成机

械系统的各零部件在材料性能、加工工艺等方面均存在差异，为使机械系统有着较

高可靠性并保证其性能达到最优水平，拟采用水平截集法或基于模糊变量等价转

换法对模糊变量进行处理，并结合序列优化，构建模糊变量和 p-box 变量混合下的

可靠性优化设计方法。 
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